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1. Einleitung

Die Initiative zu dem hier beschriebenen Projekt kam von Studienrat Andreas Feltin, der an der
Bettinaschule Mathematik, Ethik und katholische Religion unterrichtet. Im Herbst 2004 &uRerte
er die Idee, zusammen mit mir im Rahmen der Projektwoche an der Bettinaschule ein Projekt
»Glucksspiele und Stochastik“ anzubieten. Da ich bereits projekthaft mit Schilern gearbeitet
hatte, kam ich schnell zu der Uberzeugung, dass dies eine gute Mdglichkeit sei, Schiiler mit
wichtigen und interessanten Aspekten dieses Gebietes vertraut zu machen. Nachdem ich ent-
schieden hatte, das Projekt zur Grundlage dieser Arbeit zu machen, tibernahm ich die Planung.
Auch der hessische Lehrplan macht in der Beschreibung des Stochastikunterrichts der Sekun-
darstufe Il deutlich, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Gebiet ist, in dem die Schiiler
wichtige Inhalte durch selbststandiges Arbeiten an lebensweltlichen Fragestellungen erlernen
kénnen. Ebenso werden hier die Aspekte der Mathematik als anwendungsorientierte Wissen-
schaft und die damit verbundene Modellbildung unterstrichen.*

Im Rahmen dieser Arbeit mochte ich nun aufzeigen, dass ein Projekt zu Glicksspielen eine

Jreichhaltige Lernsituation“?

darstellen kann, in der die Schiler Raum, Gelegenheit und Anlass
haben, Grunderfahrungen mit zufélligen Vorgdngen zu machen, darauf aufbauend wichtige
Begriffe zu bilden und schlief3lich wesentliche stochastische Zusammenhénge zu erkennen.

Der Projektmethode entsprechend lag ein GroR3teil meiner Tatigkeiten im Vorfeld in vorbereiten-
den und planenden Tatigkeiten. Wéahrend der Projektdurchfiihrung trat ich als beratender ,Hin-
tergrundlehrer®* auf. Die Schuiler arbeiteten weitgehend selbststandig. Der Schwerpunkt dieser
Arbeit liegt daher auf meinen didaktischen und methodischen Uberlegungen zur Vorbereitung

des Projekts.

Ich verwende im ganzen Text das Wort Schiler geschlechtsneutral fir mannliche und weibliche

Schiiler.

Y vgl. Lehrplan, S. 59
2 Ich verwende den Begriff im Sinne von VERNAY und FLEWELLING



2. Die Planung des Projekts

Inhalt und Methode waren bereits bei der ersten Uberlegung miteinander verbunden. Dies ist
ein Charakteristikum der Projektmethode.® Die im Folgenden vollzogene Trennung von didakti-
schen und methodischen Uberlegungen entspricht demnach nicht der Genese der Planung. Sie
folgt stattdessen der (iblichen Abgrenzung, um meine Uberlegungen nachvollziehbar zu ma-

chen.

2.1. Didaktische Uberlegungen

Wieso sind Gliucksspiele ein geeignetes Objekt fir ein mathematisches Projekt mit Schalern?
Welche mathematischen Inhalte kdnnen sie an den ausgewahlten Spielen entdecken? Dies sind
die beiden Kernfragen, die ich in diesem Abschnitt beantworten mdchte. Erst im Anschluss dar-
an werde ich in einer kurzen Sachanalyse einen Begriff beleuchten, der die Untersuchung von

Glucksspielen in einen gréfReren mathematischen Zusammenhang einbettet.

2.1.1. Reichhaltige Lernsituation — Einbettung guter Probleme

Timo Leuders gibt einige Kriterien ,,guter” Probleme fir den Mathematikunterricht an. Demnach
soll ein Problem so gewdhlt sein, dass es allgemeine mathematische Ideen und Begriffe ver-
stéandlich macht, Anlass zu individuellen Erkundungen und divergentem Arbeiten bietet, in einen
leicht zuganglichen Kontext eingebettet ist und die Schiiler die Losungsstrategien selbst entwi-
ckeln miissen.*

Die von Leuders beschriebenen guten Probleme sollten in dem Projekt in einer reichhaltigen
Lernsituation fur die Schiler auffindbar sein. Der Begriff der Lernsituation ist dabei weiter ge-
fasst als die oben beschriebenen guten Probleme. Die Lernsituation umfasst, wie Ridiger Ver-
nay beschreibt, Materialien und Methode.®

In der Planung dieses Projektes war eine meiner ersten Aufgaben, Untersuchungsgegenstande
zu finden, die zu einer reichhaltigen Lernsituation fiihren kdnnen. Die Schiler sollten innerhalb
dieser Lernsituation ,,gute* Probleme selbst auffinden und bearbeiten kénnen. In einer Erweite-

rung der von Leuders genannten Kriterien soll die Lernsituation gewahrleisten, dass die Schiiler

- Raum fir eigene Entdeckungen, Vermutungen und Umwege haben

- einen Bezug zur ihrer Lebenswelt und ihren Interessen finden kénnen

3 Sie [die Projektmethode] méchte die Methode nicht als eine verselbststandigte GréRe ansehen und damit auch
nicht der Trennung von »Was« und »Wie« Vorschub leisten, wie es durch die begriffliche Scheidung von Didaktik und
Methodik in der deutschen Padagogik ungliickseligerweise geschieht.”, FREY, S. 15

“ vgl. LEUDERS, 2003, S. 123

®vgl. VERNAY, S. 4



- durch einen handlungsorientierten Zugang zu eigenen Fragen und Problemen und deren
Bearbeitung finden

- die Moglichkeit haben, auf verschiedenen Niveaus zu arbeiten

- mathematische Arbeitsweisen in einem Kontext anwenden kdénnen

- Bedeutung und Sinnhaftigkeit der verwendeten mathematischen Begriffe erkennen

- das Erlernte auf eine andere Situation tibertragen und so die Ubertragbarkeit von Beg-

riffen, Modellierungen und Ldsungsstrategien erkennen kénnen

Der von mir ausgewahlte Projektgegenstand ,,Glicksspiele* erfillt diese Kriterien in besonderer

Weise.

Raum fur eigene Entdeckungen der Schuler

Die Projektarbeit war so angelegt, dass die Schiler selbst die Schwerpunkte ihrer Arbeit festle-
gen konnten. Sie konnten eigene Erfahrungen machen, Vermutungen nachspiren, Hypothesen
aufstellen und mathematische Ideen testen. Der zeitliche Rahmen und die methodische Gestal-
tung boten den Schilern die Mdglichkeit, Umwege zu gehen.

Die positiven Mdglichkeiten einer projekthaften Arbeit konnten jedoch nur zum Tragen kom-
men, wenn es gentigend zu entdecken gab und die Mathematik den Schulern zuganglich war.
Daher habe ich in der Vorbereitung des Projektes eine umfangreiche Recherche zu Glicksspie-
len und der zugehdrigen Mathematik gemacht.

Einige mathematisch interessante Spiele schieden mangels lebensweltlichem Bezug aus, andere
Spiele, wie die Sportwette Oddset oder die Glicksspielautomaten, die in vielen Gaststatten auf-
gestellt sind, lassen sich mathematisch nur mit einem Aufwand modellieren, der den Rahmen
dieses Projektes gesprengt hétte.®

Hinsichtlich der erwarteten GroéRe der Lerngruppe habe ich mich auf vier Glicksspiele be-
schrankt, die gentiigend mathematische Substanz fiir eine gewinnbringende Untersuchung durch

Schiler hatten: Lotto, Keno, Roulette und Black-Jack.

Bezug zur Lebenswelt der Schuler

Einen deutlichen Hinweis, dass es einen Bezug des Themas ,Mathematik der Glucksspiele* zur
Lebenswelt der Schiler gab, war darin zu sehen, dass die Schiler an dem Projekt teilnahmen.
Die Einwahl in die Projekte der Projektwoche war fir die Schiler frei. Soziale Griinde fur die
Wahl eines Projektes, wie man sie bei Schilern der Sekundarstufe 1 vermuten wirde, scheinen

mir bei Schilern der Oberstufe eine geringe Rolle zu spielen.

® vgl. MONKA; S. 242 f.



Ich machte bereits vorher in anderen Lerngruppen die Erfahrung, dass Gliicksspiele fur Schiler
interessant waren, besonders dann, wenn die Mdglichkeit bestand, Geld einzusetzen. Dies deckt
sich auch mit anderen Beobachtungen aul3erhalb der Schule. So wurde die Lotterie Keno in ei-
nigen Bundeslandern eingefiihrt, um die Zielgruppe von Jugendlichen und jungen Erwachsenen
zu erreichen.’

Das Casino als Veranstaltungsort fur Glicksspiele tibt ebenfalls eine Faszination auf Jugendliche
und junge Erwachsene aus. Wenige Wochen vor Durchfilhrung des Projektes lief der Film ,O-
ceans 12" mit groRem Werbeaufwand in Deutschland an. Ebenso wie der Uberaus erfolgreiche

Vorgéangerfilm ,Oceans 11“ spielt dieser Film in der Welt der Casinos und Gliicksspiele.

Mdoglichkeit eines handlungsorientierten Zugangs

Alle Spiele konnten im Rahmen des Projektes von den Schulern gespielt werden. Ich hatte ent-
sprechendes Spielmaterial (Roulette-Spiel, Karten, Urne mit Kugeln, usw.) bereitgestellt. Beson-
ders zu Beginn des Projektes wollte ich den Schilern (und mir selbst) ausgiebig Raum zum
Spielen geben. So sollten sich die Schiler mit den Spielregeln vertraut machen, erste Erfahrun-
gen sammeln und Fragen oder Vermutungen aufstellen konnen. Das Spielmaterial stand wah-
rend des ganzen Projektes zur Verfiigung, so dass die Schiler immer wieder ihren Fragen nach-
spiren, ihre Modellierungen anpassen und ihre Ergebnisse testen konnten.

Weiterhin organisierte ich einen Besuch der Spielbank in Bad Homburg, bei dem die Schiler im
Rahmen einer Fihrung eine Einweisung in die Spiele Black Jack und Roulette durch Angestellte
der Spielbank erhielten. Auch dies bot einen handlungsorientierten Zugang zur Untersuchung

der Spiele.

Arbeiten auf unterschiedlichen Niveaus

Da ich die Lerngruppe erst zu Beginn der Projektwoche kennen lernte war die Anforderung, ein
Arbeiten auf unterschiedlichen Niveaus zu ermdglichen, ganz besonders wichtig.

Die Schiiler konnten ihre Betatigungsfelder selbst festlegen und hatten so die Mdoglichkeit, auf
ihrem Niveau zu arbeiten. Die ausgewdhlten Spiele boten einerseits Gelegenheit, unterschiedli-
che Arbeitsweisen zu verwenden und hatten andererseits gentigend Substanz, um sowohl ein-
fachen Fragestellungen, wie der Ermittlung von Gewinnwahrscheinlichkeiten, oder auch kom-

plexeren Arbeiten, wie statistischen Analysen oder Simulationen, nachzugehen.

" Die Lotterie [Keno] wird vor allem iiber das Internet gespielt und richtet sich an Jugendliche bzw. junge Erwachse-
ne.“, BUCHTER, S. 40

4



Mathematische Arbeitsweisen in einem Kontext

Hans Freudenthal charakterisiert die Stochastik als ,Musterbeispiel [fur] ... wirklichkeitsnahe
und beziehungsreiche Mathematik.“® Die Analyse von Gliicksspielen bietet ein besonders reiches
Feld fur die mathematische Modellbildung. Wichtige mathematische Begriffe tauchen in ihrem
historischen Kontext auf. Aus der Beobachtung von Spielverlaufen konnten die Schiler Ideen
entwickeln und durch eine Quantifizierung ein mathematisches Modell bilden. Innerhalb des
Modells konnten nun Aussagen und Strategien entwickelt und untersucht werden. Die Tragféa-
higkeit des Modells und der im Modell erarbeiteten Aussagen konnten schlieRlich wieder am
Spiel Uberprift werden. So wurden auch die Grenzen des Modells ausgelotet.

Dieses Vorgehen - Analyse einer Fragestellung, mathematische Modellierung, Untersuchung von
Aussagen im Modell und anschlieRende Uberpriifung der Aussagen an der realen Situation - ist
die typische Arbeitsweise in der angewandten Mathematik.®

Die verschiedenen Spiele boten Raum fiir unterschiedliche mathematische Arbeitweisen, die ich

weiter unten beschreiben werde.

Bedeutung und Sinnhaftigkeit der verwendeten mathematischen Begriffe

Der historische Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Glicksspielen ist wohl-
bekannt. Die mathematische Wahrscheinlichkeitstheorie entstand aus der Untersuchung von
Gliicksspielen.'® Die Untersuchung von Gliicksspielen bot den Schiilern somit einerseits die Mog-
lichkeit, wichtige Grunderfahrungen zu sammeln. Die hier gemachten Erfahrungen und entwi-
ckelten Konzepte tragen weit in andere Gebiete der Stochastik.™* Andererseits lernten die Schii-
ler wichtige Begriffe in ihrem historischen Entstehungskontext kennen.

Zunéachst konnten die Schiller Begriffe in einer konkreten Anwendungssituation benutzen, viel-
leicht sogar eigene Begriffe entwickeln. Die Sinnhaftigkeit war somit fur die Schiler durch die
gewinnbringende Verwendung bei einer konkreten Untersuchung belegt. Einige Begriffe konn-
ten dann spater auf andere Gebiete (ibertragen werden. BUCHTER und HENN beschreiben bei-
spielsweise, wie Lernende bei einer Untersuchung der Genueser Lotterie intuitiv das Konzept

des Erwartungswertes entwickelten."?

8 Zitiert nach BUCHTER, S. 28

9 LEUDERS und MAAR beschrieben diese Schritte als Modellierungskreislauf. vgl. LEUDERS, 2005, S. 3. ff

10 vgl. ORE, S. 409 ff. und GLICKMANN, S. 50

1 Zur Entwicklung von tragféhigen Grundvorstellungen pladiere ich bewusst fiir Miinze, Wirfel, Reilzwecke, Gliicks-
rad, Roulette, Kartenspiele, Lotto und Striimpfe [...] Allein daraus ergibt sich eine groRe Vielfalt von Standardmodel-
len, auf die in Anwendungssituationen zurtickgegriffen werden kann.“, HERGET, S. 7

12ygl. BUCHTER, S. 33 f.



Ubertragbarkeit des Erlernten auf einen groReren Komplex

Eine der Forderungen von Leuders ist, dass allgemeine mathematische Ideen und Begriffe ver-
stéandlich gemacht werden. Im Rahmen der Untersuchung von Gliicksspielen kann dies bedeu-
ten, dass die Begriffe und Vorgehensweisen aus diesem Teilbereich auf andere Gebiete Uber-
tragbar sind.

Wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben, gibt es viele stochastische Modelle, auf die Erkenntnisse aus
der Analyse von Gliicksspielen tbertragbar sind. Ein Beispiel ist das Binomialbaum-Modell zur
Bewertung einer Aktien-Option, das ich beispielhaft behandelt habe. Dies gab den Schilern
Anlass und Mdoglichkeit, die bei der Untersuchung von Gliicksspielen entdeckten Konzepte auf

eine andere Fragestellung zu Gbertragen.

2.1.2. Die ausgewaéhlten Gliucksspiele

Ich hatte eine Vorauswahl von vier Gliicksspielen getroffen, um die Komplexitdt des Projektes
zu reduzieren, wie es Eberhard Lehmann beschreibt.®®* Dies vereinfachte meine Vorbereitung.
Einerseits musste ich Material sammeln und bereithalten, um es den Schiillern in geeigneten
Momenten geben zu kénnen. Andererseits musste ich die mathematische Modellierung der
Spiele durchdenken, um geeignete und ungeeignete Spiele zu unterscheiden. Viele vermeintli-
che Glicksspiele sind keine echten Glicksspiele, sondern Mischformen aus Strategie- und
Gliicksspielen.** In den mathematischen Gefilden, die Strategiespiele untersuchen, insbesondere
der Teildisziplin Spieltheorie, bin ich jedoch selbst zu wenig Fachmann, um hier den Schilern
beratend zur Seite stehen zu kénnen.

Andere Spiele lassen sich zwar prinzipiell stochastisch modellieren, allerdings ist der Modellie-
rungsaufwand immens. Die Untersuchung eines Minzspielautomaten wiirde beispielsweise eine
lange Messreihe voraussetzen und die moglichen Erkenntnisse, die Schiiler dabei erlangen kon-
nen, sind fiir mich nicht vorhersehbar.*®

Die Spiele sollten Interesse bei den Schilern wecken, eine mathematische Untersuchung durch
Schuler zulassen und geniigend Substanz fiir Entdeckungen haben. Im Hinblick auf die erwarte-
te Teilnehmerzahl wéhlte ich vier Gliicksspiele aus: Die Lotterie ,,6 aus 49“, die Lotterie Keno,
Roulette und Black-Jack. Alle vier Spiele sind derzeit in Deutschland verbreitet und ich konnte
sie den Schulern im Projekt zuganglich machen. Ein weiteres wichtiges Kriterium war, dass alle

Spiele um Geld gespielt werden. Dies bot die Mdglichkeit, sie hinsichtlich der Gewinnmaglichkei-

13 vgl. LEHMANN, S. 11 f.

14 BEWERSDORF unterscheidet Gliicksspiele, Strategiespiele und kombinatorische Spiele und ordnet Skat oder Poker
Eigenschaften aller drei Spieltypen zu.

5 vgl. MONKA, S. 242 ff.



ten miteinander zu vergleichen. Dass die Schiiler auch anderen als den im Folgenden beschrie-
benen Fragestellungen nachspiren wirden, hatte ich vermutet und gehofft.

Die Spielregeln der Spiele und Teile des Spielmaterials sind im Anhang A-3 zu finden.

2.1.2.1. Lotto

Die Lotterie ,,6 aus 49 ist das meist gespielte Gliicksspiel in Deutschland.™® Wahrscheinlich wiir-
de sie allen Schilern bekannt sein. Seit der Einfuhrung der ,Super 6 sind die Jackpot-Summen
immer wieder auf Summen Uber 10 Millionen, teilweise sogar Gber 20 Millionen Euro angewach-
sen. Dies fiihrt regelméaRig zu Berichten in den Medien. Ahnliche Lotterien werden in vielen an-
deren europdischen Landern veranstaltet. Wenige Tage vor Beginn des Projektes machte eine
italienische Lotterie Schlagzeilen in der Tagespresse.'” MONKA beschreibt zahlreiche populére
Irrttmer und Strategien rund um das Lottospiel, die schnell zu kontroversen Diskussionen fiih-
ren.

Dies und der sprichwortliche ,Sechser im Lotto“ schienen mir gentigend Kriterien dafir zu sein,
dass Lotto ein Spiel ist, das auf das Interesse der Schiler stol3en konnte.

Bei der Lottoziehung ,,6 aus 49“ werden einmal wdchentlich in einer 6ffentlichen Ziehung sechs
Kugeln aus einer Urne mit neunundvierzig Kugeln gezogen. Jede Kombination ist dabei gleich
wabhrscheinlich. Die Lottoziehung ist demnach ein ,Ziehen ohne Zurticklegen, ohne Beachtung

der Reihenfolge”. Die Wahrscheinlichkeit fir k richtige ist:

a®0o xe43 0
85 86- kg
o496
§6 5
Da jede einzelne Kugel mit gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen wird, folgt aus dem Gesetz der
groBen Zahlen, dass die relative Haufigkeit fir die Ziehung jeder Kugel gegen

4—19 =0,0204 = 2,04% konvergiert. Die tatsachlich realisierten absoluten Haufigkeiten der gezo-

genen Zahlen werden jede Woche veroffentlicht und fuhren zu deutlich unterschiedlichen Wer-
ten.’® Eine nahe liegende aber falsche Vermutung ist, dass man diese Abweichung ausnutzen

kann, um etwas Uber die Wahrscheinlichkeit der nachsten Ziehung zu erfahren.®

16 vgl. MONKA, S. 250 f.

17 30 berichtete die Frankfurter Rundschau am 19.01.2005 unter der Uberschrift ,Banker stiehlt eine Million fiirs
Lottospiel“ von dem Spielverhalten in Italien. Dort war seit 176 Ziehungen die Zahl 53 nicht mehr gezogen worden,
und dies schien vielen Italienern ein Garant dafiir, dass diese Zahl nun bald kommen wiirde.

18 Bis zum 22.Januar 2004 wurden 2788 Ziehungen durchgefiihrt. Die 13 hat eine relative Haufigkeit von 1,72%, die
32 von 2,34%. Zahlen aus der Zeitschrift ,,Glick”, Nr. 4, vom 25.01.2005

19 vgl. MONKA, S. 13 ff.



Ein anderes interessantes Untersuchungsobjekt ist der erwartete Gewinn im Falle eines ,,Sech-
sers“. Der erwartete Gewinn ist schwer zu bestimmen, da die ausgeschiittete Gewinnsumme
einerseits von der Hohe der eingenommenen Spielgebihren abhangt und andererseits die Ge-
winnsumme einer Gewinnklasse unter allen Gewinnern aufgeteilt wird. Besonders Letzteres
macht das Lottospiel zu einem mathematisch interessanten Objekt.

Michael Monka et al. haben das Tippverhalten von Spielern analysiert und daraus Rickschlisse
auf Zahlen und Zahlenkombinationen gezogen, die man meiden sollte, da sie von vielen Spie-
lern getippt werden.”

Die Untersuchung der Lotterie ,6 aus 49“ bot den Schilern eine Gelegenheit, kombinatorische
Grundaufgaben anzuwenden, um die Gewinnwahrscheinlichkeiten zu berechnen. Darauf auf-
bauend konnten Uberlegungen uber den erwarteten Gewinn gemacht werden, die zu Untersu-
chungen des Tippverhaltens der Spieler fihren konnten.

Der Vergleich der Wahrscheinlichkeit fir das Ziehen jeder Kugel mit der realisierten relativen
Haufigkeit konnte Einblicke in das Gesetz der groRen Zahlen und das Phadnomen zufalliger
Schwankungen um einen Grenzwert bringen. Hier konnten Grunderfahrungen zur Gedéachtnislo-
sigkeit stochastischer Vorgange gemacht werden.

SchlieBllich bietet die Untersuchung von ginstigen und ungtinstigen Zahlen und Zahlenkombina-
tionen ausreichend Anlass zur Datenanalyse. In diesem Rahmen konnten die Schuler Methoden

und Ideen aus der Statistik verwenden.

2.1.2.2. Keno
Die Lotterie Keno wird seit Anfang 2004 in einigen Bundeslandern, darunter auch Hessen, an-
geboten. Die Zielgruppe der hauptsachlich tiber das Internet gespielten Lotterie sind vor allem
Jugendliche und junge Erwachsene. Die Tatsache, dass die Zahlen von einem Rechner be-
stimmt werden, liel} die Vermutung zu, dass man das Berechnungsschema mit geeigneten ma-
thematischen Hilfsmitteln ,knacken“ kénnte. Diese Umstande machten Keno zu einem interes-
santen Untersuchungsobjekt fur das Projekt.
Die Gewinnwahrscheinlichkeit fur k Zahlen bei t getippten Zahlen, lasst sich durch eine hyper-
geometrische Verteilung beschreiben:

a8 0 2e/0-10
Wahrscheinlichkeit("k richtige Zahlen bei t getippten Zahlen") = —8k QEZOO(; kg

§205

Neben der Uberlegung, wie wahrscheinlich ein Gewinn ist, ist vor allem die Frage interessant,

ob man die Zahlen vorhersehen kann. Rund um den Start der Keno-Lotterie beschaftigten sich

20 ygl. MONKA, S. 33 ff.



zahlreiche Zeitungsartikel mit dem Rechner, der die Zahlen bestimmt. Eng damit verbunden
sind Fragen nach dem Wesen des Zufalls und der Erzeugung von (Pseudo-)Zufallszahlen.

Die Untersuchung der Keno-Lotterie bot den Schilern zunéchst Gelegenheit, Wahrscheinlichkei-
ten durch kombinatorische Uberlegungen zu bestimmen. Da bei dieser Lotterie die Gewinn-
summen fest stehen, konnten die Schiler darauf aufbauend erwartete Gewinne berechnen und
so den Begriff des Erwartungswertes anwenden.

Der Ziehungsvorgang bei Keno fuhrt zu Fragen nach dem Wesen des Zufalls und seiner mathe-
matischen Beschreibung. Dies konnte auf der einen Seite zur statistischen Untersuchung der
gezogenen Zahlen fihren oder andererseits zu Fragen um die Erzeugung von Pseudo-
Zufallszahlen. Hier hatten dann Verfahren wie der Mid-Square-Generator fir die Erzeugung von
Pseudo-Zufallszahlen oder der Pair-Test zur Untersuchung von Zufallszahlen zur Verfiigung ge-

standen.?

2.1.2.3. Roulette

Das Roulettespiel wird fast ausschlie3lich in Spielbanken gespielt und steht sinnbildhaft fiir Ca-
sino und Glicksspiel. Die Spielregeln sind einfach, der Ziehungsvorgang am grof3en Kessel ist
sinnlich erfahrbar. Fir Gewinnstrategien spielen sowohl persénliche Glickszahlen als auch ein
vermeintliches Wissen lber das Gesetz der groRen Zahlen eine wichtige Rolle. Ich machte be-
reits vor der Planung des Projekts mehrfach die Erfahrung, dass Schiler selbst Roulette-
Strategien entwickelten und diese mathematisch hinterfragten.

Aus den genannten Griinden vermutete ich, dass Roulette ein fir die Schiler interessantes Ob-
jekt zur mathematischen Untersuchung sei.

Mathematisch gesehen stellen die Ziehungen stochastisch unabhangige Realisierungen einer auf
den Zahlen 0 bis 36 gleichverteilten Zufallsvariable dar. Die Wahrscheinlichkeit der zusammen-
gesetzten Ereignisse lassen sich aus den Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse bestim-
men. Auch komplexere oder mehrstufige Spielstrategien lassen sich leicht modellieren.

Mit geringem mathematischen Aufwand kann man zeigen, dass der erwarte Gewinn beim Spie-
len einfacher Chancen (Rouge/Noir, Passe/Manque, Pair/Impair) das -0,0135fache des Einsat-
zes ist. FUr die anderen Setzmdglichkeiten ist der erwartete Gewinn sogar noch schlechter: das
-0,027fache des Einsatzes. %

Einfache Uberlegungen filhren schnell zu der populdren Spielstrategie, die als ,Progression*
oder ,Petersburger Strategie“*® bekannt ist. Diese Uberlegungen basieren auf der Tatsache,

dass rote und schwarze Zahlen gleich wahrscheinlich sind. Eine tiefere mathematische Analyse

21 Der Mid-Square-Generator ist in Anhang A-2.3 beschrieben.

22 ygl. MONKA, S. 173 ff.

2 Diese Spielstrategie wird auch als ,,Martingal-Spiel* bezeichnet. Um Verwechslungen mit dem mathematischen
Begriff zu vermeiden, verwende ich fiir die Roulette-Strategie jedoch den Namen ,Progression“.



zeigt allerdings, dass einerseits das notwendige Kapital und andererseits das Tischlimit diese
Strategie fur die Praxis unbrauchbar macht.*

Die Untersuchung des Roulettespiels bot den Schtilern die Gelegenheit, Grunderfahrungen tber
stochastisch unabhéngige Zufallsexperimente zu sammeln. Insbesondere im Bereich der Begrif-
fe ,,empirische relative Haufigkeit®, ,,mathematische Wahrscheinlichkeit“ und ,,Gesetz der grolien
Zahlen* konnten hier wichtige und weit tragende Einsichten erlangt werden.

Die Untersuchung verschiedener Spielarten bot den Schiilern die Gelegenheit, die erwarteten
Gewinne miteinander zu vergleichen und so den Begriff des Erwartungswertes zu untersuchen.
Im Falle der ,Progression“ konnte die mathematische Modellierung zu Uberlegungen uber (un-
endliche) Summen fuhren.

Die von den Spielbanken veroffentlichten Permanenzen (die Ziehungsergebnisse der Rouletteti-
sche) boten Raum und Anlass fir statistische Untersuchungen im Rahmen derer die Schiler

Ideen, Techniken und Begriffe der Datenanalyse entwickeln und anwenden konnten.

2.1.2.4. Black-Jack

Das Spiel Black Jack ist neben Roulette ein typisches Glucksspiel, das in Spielbanken gespielt
wird. Ebenso wie beim Roulette besteht dadurch bereits Interesse. Black Jack wird in zahlrei-
chen Filmen aufgegriffen, so zum Beispiel in dem Film ,Rainman“ in dem eine Figur mit einer
mathematischen Inselbegabung eine grolie Geldmenge in Las Vegas erspielt.

Das Spiel ist mit dem Kartenspiel ,17 und 4“ nahe verwandt, das sicher einigen Schilern be-
kannt war. Ein besonderer Reiz beider Spiele liegt darin, dass der Spieler einen direkten Gegner
- die Bank — hat und in der Tatsache, dass nach und nach Karten gezogen werden.

Aus mathematischer Sicht ist dieses Spiel besonders interessant, da man aufgrund von Wahr-
scheinlichkeitsiiberlegungen Entscheidungsratschléage fur den Spieler formulieren kann.

Da der Spieler alle Karten kennt und somit auch die im Deck verbliebenen Karten, kann die
Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs durch Abzéhlen bestimmt werden. Dies fuhrt zur Bestim-
mung von bedingten Wahrscheinlichkeiten, gegeben die offenen Karten. Durch Aufstellen eines
entsprechenden Baumdiagrammes koénnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiur Punktsum-
men der Bank, gegeben die erste Karte, berechnet werden. Im Anhang A-3.3 ist eine entspre-
chende Tabelle angegeben.

Anhnliche Tabellen kénnen auch bedingt auf die bisherigen Karten des Spielers erstellt werden
und so zu Ratschlagen fiihren, ob der Spieler eine weitere Karte nehmen soll oder nicht.?

Die Untersuchung von Black Jack sollte den Schilern die Mdglichkeit geben, Grunderfahrungen

mit mehrstufigen Zufallsexperimenten zu sammeln. Hier sollten sie den Begriff der bedingten

24 ygl. HEFENDEHL-HEBECKER, S. 210 ff.
% ygl. MONKA, S. 67 ff.
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Wahrscheinlichkeit entwickeln und darauf aufbauend bedingte Gewinnerwartungen berechnen
kénnen. Bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten sollten sie kombinatorische Uberlegun-
gen anstellen und so beispielsweise Baumdiagramme mit den entsprechenden Pfadregeln an-
wenden kdnnen.

Eine andere, fur stochastische Uberlegungen typische Arbeitsweise bot sich hier ebenfalls an:
die Computersimulation. Hier konnten die Schiler die Modellierung des Spieles in einer Simula-

tion kennen lernen und sich mit der typischen Frage des Umfanges der Simulation beschéftigen.

2.1.3. Mathematische Hintergriinde — Martingale

Die Stichworte ,Unabhéangigkeit von Ereignissen“ und , Erwartungswert” finden sich im Lehrplan
Mathematik.?® Der Begriff des Martingals verkniipft und erweitert diese beiden Begriffe und ist
zudem auf vielfaltige Weise mit den Gliicksspielen verbunden.?’

Ein Martingal ist ein reellwertiger stochastischer VorgangZ =(Z,) ., ., der ,im Mittel“ konstant

bleibt. Das ,Mittel* ist hierbei der auf den bisherigen Vorgang bedingte Erwartungswert: 28
E[Zn+1 | Zn’Zn-l""] = Zn

Die Relevanz des Martingal-Begriffs fur die Untersuchung von Gliicksspielen wird aus folgender
Interpretation Klar:

Ein Glucksspiel ist fair (fur alle Beteiligten), wenn der erwartete Gewinn jederzeit gleich dem
erwarteten Verlust ist.?® Habe ich im n-ten Schritt eines fairen Spiels einen Gewinn von X Euro,
so erwarte ich im nachsten Schritt immer noch X Euro zu haben. Mit der oben beschriebenen
Gleichung ist demnach ein Gliucksspiel, modelliert als Folge zufalliger Gewinne oder Verlus-

teZ genau dann fair, wenn es ein Martingal ist.

n,n=0... ?
Die Tragweite dieses Zusammenhangs geht weit tber die Untersuchung gewoéhnlicher Glicks-
spiele hinaus. Kann namlich ein Prozess als Martingal entlarvt werden, so lasst er eine Interpre-
tation als faires Spiel zu. Dies wird umso bedeutsamer, da die Martingaleigenschaft in vielen

stochastischen Zusammenhangen entscheidend ist.*°

26 ygl. Lehrplan Mathematik, S. 61 f.

27 Bereits der Verwendung des Worts ,Martingal“ zeigt den engen Zusammenhang zwischen Gliicksspielen und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Urspriinglich bezeichnet das Martingal ein Teil des Zaumzeugs von Pferden und wird dann
als Name einer Spielstrategie beim Roulette benutzt. So beschreibt der Oxford English Dictionary in der Ausgabe von
1815 das Martingal “a system in gambling which consists in doubling the stake when losing in the hope of eventually
recouping oneself.” Spater wurde dieses Wort dann fiir spezielle stochastische Prozesse verwendet. (vgl. MILLER)

28 Fiir die mathematisch rigorose Definition des Martingals sei auf den Anhang verwiesen.

29 Ich orientiere mich hier an der Beschreibung eines fairen Spiels von FELLER (S. 248 ff), wobei ich die Endlichkeit
der Varianz hier nicht thematisieren méchte. Siehe hierzu Anhang A-2.1.

30 [..]1itis very helpful to view all martingales, [...] in terms of gambling. But, of course, the enormous importance
of martingale theory derives from the fact that martingales crop up in very many contexts.”; WILLIAMS, S. 94, f.
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Die bei der Untersuchung von Glicksspielen gemachten Erkenntnisse Uber die Bedingungen
unter denen ein Spiel fir alle Beteiligten fair ist, lassen sich somit in vielen wichtigen Zusam-

menhangen wieder finden. Die Optionsbewertung ist lediglich ein prominentes Beispiel.

2.2. Methodische Uberlegungen

Ridiger Vernay beschreibt eine reichhaltige Lernsituation notwendig als Zusammenspiel von
ausgewahltem Material und methodischer Umsetzung in der veranderte Lehrer- und Schulerrol-
len gefordert sind:
»Schilerinnen und Schiler brauchen mehr Freirdume fir eigenes Tun, sie missen mehr
Verantwortung fur ihr Lernen Ubernehmen. Die Lehrperson wird sich dabei mehr und
w3l

mehr vom zentralen Lenker zum Berater und Beobachter entwickeln.

Das beschriebene Rollenverhdltnis ist in der Projektmethode besonders deutlich ausgepragt.

2.2.1. Die Projektmethode

Bei den folgenden Beschreibungen der Projektmethode orientiere ich mich im Wesentlichen an
der Darstellung von Karl Frey. In einigen Punkten gehe ich auf mathematische Projekte, wie

Eberhard Lehmann sie beschreibt, ein.

2.2.1.1. Die Komponenten eines Projektes

Karl Frey beschreibt sieben Komponenten eines Projektes. Die ersten finf Komponenten sind
logisch und zeitlich aufeinander folgende Phasen. Die Komponenten sechs und sieben stellen

organisatorische oder padagogische Uberblicks- und Sammelphasen dar.

Komponente 1 — Die Projektinitiative

Zu Beginn jeden Projektes steht die Projektinitiative. Sie ist eine offene Ausgangssituation, in
der noch nicht geklart ist, ob es zu einem Projekt kommen wird und wer an dem Projekt betei-
ligt sein wird. Die Offenheit der Ausgangssituation verlangt von allen Teilnehmern, sich auf
nicht vorhersehbare Fragen und Probleme einzulassen.

Als Sonderform eines Projektbeginns beschreibt Karl Frey die Offene Ausgangssituation mit vor-
ausgeplanten Projektschwerpunkten.®” Diese tritt meist im Projektunterricht auf, wenn fachliche
oder didaktische Eingrenzungen einer vollig offenen Ausgangssituation widersprechen. Hier legt

der Projektleiter im Rahmen der Projektinitiative bereits Schwerpunkte fest.

31 VERNAY, S. 4
32 vgl. FREY, S. 113
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Eberhard Lehmann beschreibt diese Schwerpunktsetzung fur Mathematik-Projekte unter dem
Stichwort ,Reduktion von Komplexitat“. Diese Reduktion sei eine der wesentlichen Tatigkeiten

des Lehrers, da die Komplexitat wesentlich tiber das Gelingen eines Projektes entscheidet.*

Komponente 2 - Auseinandersetzung mit der Projektinitiative

Die Auseinandersetzung mit der Projektinitiative findet auf zwei Ebenen statt. Auf der Ebene
des Projektrahmens klaren die Teilnehmer zeitliche und organisatorische Bedingungen. Auf der
inhaltlichen Ebene versuchen sie, die Projektinitiative nachzuvollziehen und bringen eigene
Wiinsche, Bedenken und Vorbehalte ein. Es geht darum, dass die Teilnehmer ,die Initiative mit

ihrer eigenen Welt verbinden.***

Komponente 3 — Entwicklung eines Beschaftigungsfeldes

In dieser Phase machen die Teilnehmer aus der Projektinitiative ihr eigenes Projekt, in dem sie
realisierbare Vorhaben konkretisieren und notwendige Voraussetzungen und Wuinsche fir ihre
Tatigkeiten beschreiben. Im Rahmen mathematischer Projekte kénnen die Schiler so auch das
Niveau ihrer Untersuchungen festlegen.

Ist das Erstellen eines Produktes als Abschluss des Projektes geplant, sollte dies spatestens in
der Entwicklung eines Beschaftigungsfeldes beschrieben werden, damit die Aktivitdten mit der
Produkterstellung abgeglichen werden kdnnen.

Die Phase der Entwicklung des Beschaftigungsfeldes hat als Ergebnis einen Projektplan. Dieser
halt die geplanten Aktivitaten und die notwendigen Voraussetzungen fest und strukturiert die

Projektdurchfiihrung.

Komponente 4 — Projektdurchfihrung

Die Projektdurchfiihrung ist das Kernstiick des Projektes. Hier arbeiten die Schiiler selbststéandig
geman ihres Projektplanes. Der Lehrer wird zum ,Hintergrundlehrer®, der beratend und helfend
aktiv ist. Die konkrete Handlung, die erlebte Zusammenarbeit und die Konzentration auf eine
gemeinsame Sache sind die wichtigsten Merkmale dieser Phase.

Die Projektdurchfiihrung lasst verschiedene Arbeitsformen wie Einzel- oder Partnerarbeit zu,
herausgehoben ist jedoch die Gruppenarbeit: ,Die Fahigkeit in einer Gruppe weitgehend selbst-
standig und ohne kontrollierende Aufsicht zu arbeiten, ist eine Schlisselqualifikation fur Projek-

te «35

33 vgl. LEHMANN; S. 12
34 FREY, S. 79
% FREY, S. 118
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Die Grenzen zwischen der Projektdurchfihrung und der Entwicklung von Beschéaftigungsfeldern
sind flieRend. Die Planung ist keine einmalige Phase. Sie begleitet das Projekt, da sich die Be-

schaftigungsfelder der Schiiler im Verlaufe der Projektdurchfihrung adndern kénnen.

Komponente 5 — Beendigung des Projektes

Frey nennt als mdgliche Formen zur Beendigung des Projektes den bewussten Abschluss, die
Rickkopplung zur Projektinitiative und das Auslaufenlassen. Ein bewusster Abschluss liegt vor,
wenn die Projektteilnehmer das Erstellen eines Produktes geplant haben. Mit der Fertigstellung
des Produktes ist das Projekt zu diesem bewussten Abschluss gekommen.

Mathematik-Projekte, so Eberhard Lehmann, sollen stets produktorientiert sein. Nur so sei zu
gewabhrleisten, dass die Projektteilnehmer den Antrieb erhalten, das Projekt durchzustehen. Das

Produkt soll die Arbeitsergebnisse dokumentieren und aufbereiten.*

Komponente 6 — Fixpunkte

Die Fixpunkte bilden organisatorische Schaltstellen im Verlauf des Projektes. Der offene Verlauf
des Projektes verlangt Einschiibe, an denen der organisatorische und fachliche Uberblick si-
chergestellt wird. Hier informieren die Teilnehmer Uber ihre letzten Tatigkeiten, vergegenwarti-
gen sich den Stand ihrer Arbeit, sammeln Ideen und Anregungen fir den weiteren Verlauf des
Projektes und melden notwendige organisatorische Schritte fir den Fortgang.

Fur Mathematik-Projekte sind die Fixpunkte wichtig, damit der Lehrer auf fachliche Probleme
eingehen kann, beziehungsweise diese antizipieren kann. Bei Problemstellungen aus der ange-
wandten Mathematik konnen leichte Anderungen der Fragestellung zu grundlegend anderen
Problemen fiihren, deren Untersuchung eines anderen Vorwissens oder neuer organisatorischer

Schritte bedarf.

Komponente 7 — Metainteraktion

Die Metainteraktion hat eine besonders wichtige Aufgabe. In ihr wird die Aktivitat im Projekt in
einen groReren Zusammenhang gestellt und somit qualifiziert: ,,Sie [die Metainteraktion] tragt
dazu bei, dass das Tun padagogisches Tun wird.*®’

Frey nennt verschiedene Zwecke der Metainteraktion. Fir mathematische Projekte scheint mir
besonders die Vertiefung eines Strangs der ablaufenden Aktivitaten wichtig zu sein. Die an einer
untersuchten Fragestellung gemachten Erfahrungen, die gebildeten Begriffe und die entdeckten
Zusammenhéange kdnnen durch eine solche Vertiefung reflektiert und in einen grofieren Kontext

eingebettet werden.

% vgl. LEHMANN, S. 6
% FREY, S. 131
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2.2.1.2. Die Rollen der Schiuler und des Lehrers

Sowohl Lehrer als auch Schiler haben in der Projektmethode andere Rollen als im Ublichen Un-
terricht. Dies ist fir die Planung und die Durchfiihrung eines Projektes entscheidend. Der Lehrer
hat nicht mehr zentral die Rolle des Wissensvermittlers. Vielmehr wird sie als die eines Projekt-
managers (Lehmann) oder Hintergrundlehrers (Frey) beschrieben. Der Schiler ist nun nicht
mehr Konsument und Anwender von Information, er muss aktiv werden und erhalt mehr Ver-
antwortung fir seinen Lernzuwachs.

Die Beschreibung des Lehrers als Projektmanager unterstreicht seine Aufgabe, das Projekt zu
steuern und Strukturen sicherzustellen. Wesentliche Tatigkeiten des Lehrers finden bereits im
Vorfeld, bei Planung und Organisation, statt. Lehmann formuliert fir Projekte mit mathemati-

schen Themen u.a. folgende Aufgaben des Lehrers:®

Auswahl des Projektthemas

Leitung bei der Préazisierung von Aufgabenstellungen

Organisation von Zwischenberichten

Bereitstellung von den Schiilern nicht bekannten mathematischen und anderen Hilfsmit-

teln

Gegenuiber dem normalen Unterricht, so Lehman, erfordert die Durchfilhrung eines mathemati-
schen Projektes den Mut des Lehrers, sich neuen Anforderungen didaktischer und methodischer
Art zu stellen, einen mdglicherweise ungewissen Ausgang zu erleben und Uberraschende Situa-
tionen und Probleme zu bewaltigen.

Freys Beschreibung des Lehrers als Hintergrundlehrer unterstreicht die Rolle des Beraters, der
den Schulern bei der Projektdurchfiihrung zur Seite steht. Entscheidend ist hier, dass der Lehrer
weder zu stark in die Projektdurchfihrung eingreift noch Hilfe vorenthalt, wenn sie gebraucht
wird. Er muss vermeintlich unproduktive Phasen aushalten.*

Wahrend der Projektdurchfiihrung hat der Lehrer die Méglichkeit sich als ,,normaler* Teilnehmer
in die Arbeit zu integrieren. Er arbeitet dann wie die anderen Mitglieder im Team mit. Zu be-
denken ist hierbei allerdings, dass es durch seine sonst tbliche Rolle den Schiilern schwer fallt,
ihn als normales Mitglied zu akzeptieren.

Auch die Schilerrolle ist in der Projektmethode gegentiber dem ublichen Unterricht verandert.
Durch die Mdglichkeit, gemal: der eigenen Fahigkeiten und Interessen Betatigungsfelder zu
wahlen, erhélt der Schiler mehr Verantwortung fur seinen Lernerfolg. Dies wird besonders da-

durch deutlich, dass er selbst sein Handeln plant.

% ygl. LEHMANN, S. 7
% vgl. FREY, S. 164 ff.
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Wahrend der Projektdurchfihrung muss der Schiler selbststandig arbeiten und kann bei der
Untersuchung von Fragen und Problemstellungen nicht auf die schnelle Hilfe, vielleicht sogar
Losung, durch den Lehrer hoffen. Dies erfordert eine hhere Frustrationstoleranz.

Wie bereits erwahnt ist die Fahigkeit zur Gruppenarbeit ein entscheidendes Kriterium fir das
Gelingen eines Projektes. Die Schiler missen einerseits eigene Ideen und Meinungen in der
Gruppe artikulieren und vertreten kdnnen und andererseits andere Meinungen aufnehmen kon-

nen. Projektarbeit fordert und fordert die Teamfahigkeit der Schiler.

2.2.1.3. Eigenschaften der Projektmethode

Die Projektmethode hat einige allgemeine, vom fachlichen Inhalt unabhéngige, Eigenschaften,

die mir besonders wichtig erscheinen:

statt Konkurrenzverhalten fordert sie eher Zusammenarbeit, Riicksichtnahme und ge-
meinsames Schaffen der Schuler

sie befasst sich meist mit realen Situationen und Gegenstanden, die auch aulierhalb der
Schule vorkommen

sie orientiert sich besonders an den personlichen Féhigkeiten des Schiilers, um diese
maoglichst optimal entfalten zu kénnen

sie fordert die Koppelung schulischer und aul3erschulischer Bereiche

Eberhard Lehmann beschreibt weiterhin drei Intentionen des BLK-Modellversuchs ,Steigerung
der Effizienz des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts®, die durch Projektunterricht
in besonderem MalRe unterstiitzt werden: die Weiterentwicklung der Aufgabenkultur, das ver-
stéandnisvolle Lernen auf unterschiedlichen Niveaus und die Starkung der Verantwortung fir das
eigene Lernen.

Durch die meist als Gruppenarbeit organisierte Projektdurchfiihrung werden die Schiiler in Ge-
sprachssituationen gebracht. Dieses Sprechen Uber eine mathematische Fragestellung fordert
die Bildung von Begriffen.

Besonders geeignet scheint mir die Projektmethode im Mathematikunterricht zu sein, wenn es
um Modellbildung und die Vermittlung von Grunderfahrungen geht. Hingegen erscheint sie als
ungeeignet, wenn stark vorstrukturierte Lernprozesse ablaufen sollen oder die Lernprozesse

unter Zeitdruck ablaufen missen.*

“Cvgl. FREY S. 177 f.
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2.2.1.4. Projektmethode und Projektmanagement

Wie oben beschrieben kann die Rolle des Lehrers als die eines Projektmanagers beschrieben
werden: er organisiert und strukturiert den Ablauf des Projektes. Der Begriff Projektmanager ist
Projekten aus der Arbeitswelt entlehnt, in der sie zunehmend wichtiger werden.

Vor dem Referendariat war ich als Mathematiker in verschiedenen Projekten tatig, teilweise in
deren Leitung. Einige meiner Erfahrungen aus dieser Zeit habe ich in dieses Unterrichtsprojekt
einflieRen lassen. Dies stellte keine Erweiterung Projektmethode, sondern lediglich eine Konkre-
tisierungen in der Umsetzung dar.

Zur Dokumentation des Fortgangs der Projektdurchfiihrung erstellte ich einen Projektplan, in
dem die Schler taglich die Ziele fir den nachsten Tag schriftlich festhalten sollten. Plane dieser
Art sind in Projekten in der Arbeitswelt ein wichtiges Hilfsmittel, um den Projektverlauf zu do-
kumentieren und transparent zu machen.*" Ein Blatt des Projektplans ist in Anhang A-4.1 abge-
bildet.

Als Konkretisierung der Komponente ,Fixpunkte* plante ich eine tagliche ,Heure fixe“, in der die
Schiler Gber den Stand ihrer Arbeit berichten und die geplanten Schritte erlautern sollten. In
der Arbeitswelt sind in Projekten ,Jour fixe“ Ublich, die zur Steuerung des Projektes und zur

Kommunikation zwischen den einzelnen Projektteilnehmern dienen.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen Projekten in der Arbeitswelt und denen im Unterricht
besteht in den unterschiedlichen Zielen. In der Arbeitswelt hat ein Projekt meist das Ziel, mit
vorgegebenen zeitlichen, finanziellen und personellen Vorgaben ein Produkt (dies kann auch
eine veranderte Arbeits- oder Organisationsstruktur sein) zu erzeugen.*” Der Fortschritt in die-
sem Produktionsvorgang ist die wesentliche StellgroRe fur den Projektmanager. Viele Ideen und
Techniken der Projektsteuerung basieren auf dieser Stellgrofe.

Ein Projekt im Unterricht hat das Ziel, bildend zu wirken. Die Erzeugung eines Produktes hat
allenfalls einen Wert, wenn der Produktionsweg bildend ist. Dieser Bildungsprozess ist im Ge-
gensatz zum Produktionsprozess kaum quantifizierbar.

Diese unterschiedlichen Zielvorgaben machen viele, aus dem Projektmanagement der Arbeits-
welt bekannte, Ideen und Werkzeuge zur Projektsteuerung im Rahmen von Unterrichtsprojek-

ten unbrauchbar.

“1 vgl. BIRKER, S. 56 ff.
2 ygl. BIRKER, S. 8 ff.
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2.2.2. Das Projekt "Glucksspiele und Stochastik™

2.2.2.1. Rahmenbedingungen

Das Projekt fand im Rahmen der Projektwoche der Bettinaschule zwischen dem 28. Januar und
03. Februar 2005 statt. Dieser Zeitraum lag zwischen Notenkonferenz und Ausgabe der Halbjah-
reszeugnisse. Die Schiler unseres Projektes waren taglich ca. 5 Zeitstunden anwesend.

Die Ergebnisse der Projektwoche sollten von allen Gruppen im Rahmen eines Tages der offenen
Tur vorgestellt werden. Das Projekt ,,Gliicksspiele und Stochastik“ wurde von Herrn Feltin und
mir angeboten. Die Einwahl der Schiler in die Projekte fand kurz vor den Weihnachtsferien
statt. Die Teilnehmer an unserem Projekt waren uns erst einige Tage vor dem ersten Projekttag
namentlich bekannt.

Um die Vorbereitung auf das Projekt zu erleichtern, hatten wir das Projekt nur fur Schiler der
Sekundarstufe Il angeboten und die maximale Teilnehmerzahl auf 15 Schiler begrenzt. Fur
Schiler der Sekundarstufe | wurde ein Projekt ,,Glick und Spiel“ angeboten, das neben einigen
mathematischen Themen vor allem gesellschaftliche und psychologische Schwerpunkte hatte.
Fur alle funf Tage stand unserem Projekt ein eigener Raum zur Verfiigung in dessen Néhe be-
fand sich ein Computerraum ohne Internetzugang, den die Projektteilnehmer benutzen konn-
ten, befand. Fir drei Stunden hatte ich einen Computer mit Internetzugang reservieren kdnnen.
Die beiden Projekte ,Glicksspiele und Stochastik* und ,Glick und Spiel“ unternahmen am
31.01.2005 eine gemeinsame Exkursion zur Spielbank Bad Homburg. Dort erhielten wir, aulRer-
halb der Offnungszeiten eine Filhrung, in deren Verlauf uns zwei Angestellte die Spiele Black-

Jack und Roulette vorstellten.

2.2.2.2. Die Lerngruppe

Wie beschrieben war mir die Lerngruppe wéahrend der Planung nicht bekannt. Durch die Ein-
schrankung, dass nur Schiler der Sekundarstufe Il teilnehmen konnten, konnte ich jedoch
diesbeziiglich einige Vermutungen anstellen.

Der Titel des Projektes sagte deutlich aus, dass es um die mathematische Auseinadersetzung
mit Gluckspielen gehen wirde. Ich erwartete daher, dass die Schiiler ein Interesse an mathe-
matischen Fragestellungen haben wirden. Die zu untersuchenden Glucksspiele und die selbst-
stéandige Arbeit im Projekt lieRen verschiedene Niveaus der Auseinandersetzung zu. Dies ermég-
lichte eine Binnendifferenzierung beziiglich des notwendigen Vorwissens und der Leistungsstar-
ke.

Die Projektdurchfihrung plante ich als Gruppenarbeit. Ich erwartete, dass die Schiler in dieser

Arbeitsform erfahren und in der Lage sein wirden, selbststdndig an einem Thema zu arbeiten.
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2.2.2.3. Komponenten des Projekts ,,Glucksspiele und Stochastik*

Wie Karl Frey beschreibt, bergen die in Schulen durchgefuhrten Projektwochen haufig das Prob-
lem, dass fiur die Komponente , Auseinandersetzung mit der Projektinitiative” und , Entwicklung
eines Beschéftigungsfeldes” der zeitliche Rahmen fehlt.*®

Auch in diesem Projekt fand die Auseinandersetzung mit der Projektinitiative nicht als klar er-

kennbare Phase statt. Daher beschreibe ich sie nur unter dem Aspekt meiner Planung.

Projektinitiative

Die ldee zu diesem Projekt kam von meinem Kollegen Andreas Feltin. Nachdem ich entschieden
hatte, dass dieses Projekt die Grundlage dieser Examensarbeit werden sollte, Gibernahm ich die
Planung.

Wie ausgefiihrt, habe ich die Projektinitiative durch die Auswahl der Glicksspiele eingeschrankt.
In der Darstellung von Karl Frey handelt es sich demnach um eine offene Ausgangssituation mit
vorausgeplanten Schwerpunkten. Durch die Schwerpunktssetzung umging ich einige fachliche
Probleme, die mdglicherweise zu einem Scheitern des Projektes gefuhrt hatten. Im Sinne von

Lehmann ist dies eine Reduktion von Komplexitat.

Auseinandersetzung mit der Projektinitiative

Die Auseinandersetzung mit der Projektinitiative fand von Seiten der Schiler vorrangig dadurch
statt, dass sie das Projekt mit alternativen Projektangeboten der Projektwoche verglichen. Eini-
ge Schuler fragten auch im Vorfeld nach Inhalten und notwendigen Vorkenntnissen. Eigene

Ideen und Betatigungswiinsche wurden jedoch nicht geduRert.

Entwicklung des Betatigungsfeldes

Mit dieser Komponente begann die eigentliche Mitarbeit der Schiler an dem Projekt. Nach der
Klarung von organisatorischen Fragen und einer Vorstellungsrunde, plante ich als Einstieg in
das Thema eine offene Frage zu einem Glicksspiel von Cardano. Abschnitt 3.2 beschreibt die-

sen Einstieg.

AnschlieBend sollten die Schiler ihr erstes Beschéaftigungsfeld entwickeln. Frey beschreibt die

Entwicklung des Beschéftigungsfeldes so:

»oie [die Teilnehmenden] probieren etwas aus oder simulieren kinftige Ablaufe. [...] Sie

beschaftigen sich konkretisierend und planend mit der Initiative, sodass sich allmé&hlich

herausschalt, was die Teilnehmer/innen intensiver tun werden.“**

“3vgl. FREY, S. 118 f.
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In unserem Projekt musste dies bedeuten, dass die Teilnehmer ausreichend Zeit erhielten, die
ausgewahlten Spiele zu spielen. Durch das Spielen machten sie sich mit den Regeln, den zufal-
ligen Ausgangen und Spielstrategien vertraut.

In einem Projekt, das sich mit Stochastik beschaftigt scheint mir diese Phase von besonderer
Bedeutung zu sein. Kein anderes Gebiet der Mathematik macht Aussagen, die dem gesunden
Menschenverstand so widersprechen wie die Stochastik. HERGET und STRICK beschreiben dies
im Falle des Mathematikunterrichtes. KLEIN betrachtet generell das menschliche Verstandnis
zufélliger Vorgange. Damit die Aussagen der Stochastik fur die Schiler nachvollziehbar werden,
und nicht mehr dem gesunden Menschenverstand widersprechen, missen sie ausreichend
Grunderfahrungen mit zufélligen Vorgéngen sammeln und diese auswerten.*

Fur das erste Spielen aller vier Spiele hatte ich einen Zeitraum von ca. drei Zeitstunden vorge-
sehen. Das Spielmaterial stand den Schulern allerdings wéhrend der ganzen Projektzeit zur Ver-
figung und ich wies sie darauf hin, dass es sinnvoll und erwiinscht war, auch in spateren Pha-
sen zu spielen. Dies bot ihnen einerseits die Mdglichkeit, gefundene Ergebnisse am Spiel zu
testen. Vor allem konnten sich aber so neue Beschaftigungsfelder fiir die Schiler ergeben. Die
Entwicklung des Beschéaftigungsfeldes war demnach, ganz im Sinne von Frey, keine einmalige

Phase, sondern sie begleitete das Projekt.*®

Im Anschluss an das Spielen sollten die Schiiler in einer Gesprachsrunde tber ihre Erfahrungen
berichten und mogliche Ideen oder Fragestellungen entwickeln. Fur den Fall, dass Schiiler keine
Beschaftigungsfelder formuliert hatten, hatte ich einige offene Fragen vorbereitet.*’ Aus dieser
Gesprachsrunde sollten sich Teilprojektgruppen bilden, die &hnliche Interessen hatten und fir
den Verlauf des Projektes zusammenarbeiten wirden.

Da die Arbeitsweisen und die fachlichen Niveaus der geplanten Untersuchungen nicht allen
Schulern klar sein wirden, war die Wahl des Beschéftigungsfeldes und die daraus resultierende
Gruppeneinteilung zu diesem Zeitpunkt noch nicht verbindlich.

Um die Gruppenarbeit effizient gestalten zu kdnnen, hatte ich eine maximale Gruppengrol3e von
funf Personen vorgeben. Da auch mehrere Gruppen gleiche oder &hnliche Fragen untersuchen

konnten, schrankte dies die Wahl des Betatigungsfeldes nur marginal ein.

* FREY, S. 58

45 Eine solide Grundlage sind eigene, sorgfaltig und bewusst registrierte, ausgewertete und reflektierte Untersu-
chungen (Experimente). Das braucht Zeit. Ich muss mir die Zeit nehmen und den Schiilerinnen und Schilern die Zeit
lassen, neue, andere, bewusste Erfahrungen mit dem Zufall zu machen. Nur so sind die emotional gepragten und
damit tief verwurzelten, unbewussten Vor-Einstellungen aufzuweichen.”, HERGET, S. 4 f.

“6 vgl. FREY, 116 f.

“7 Siehe Anhang A-4.2

20



Projektdurchfuhrung

In der Projektdurchfiihrung sollten die Schiler selbststandig in ihren Teilprojektgruppen arbei-
ten. Ich hatte im Vorfeld umfangreiches Material zu den Spielen gesammelt, das ich den Schi-

lern bei Bedarf geben konnte.

Abschluss des Projektes

Fur den letzten Tag des Projektes hatte ich in Absprache mit den beteiligten Kollegen einen
Austausch mit dem Projekt ,,Gliick und Spiel“ geplant. Die Schiler beider Projektgruppen sollten
Uber ihre Ergebnisse berichten und so verschiedene Aspekte des Komplexes beleuchten. Um
diese Prasentation zu unterstiitzen, sollte die Projektarbeit ein Produkt erzeugen, dass die ma-
thematischen Erkenntnisse der Schiler aufbereitet und dokumentiert. Diese Verdffentlichung
der Resultate sollte einerseits Zeichen der Wertschatzung der Ergebnisse sein und andererseits

der Reflexion und Bewertung des Erlernten dienen.

Einige Wochen nach Abschluss des Projektes fand ein Tag der offenen Tir an der Bettinaschule
statt, an dem die Schiler die Ergebnisse der Projektwoche einem grofieren Publikum vorstellen

sollten.*®

Fixpunkte

Ich plante als Fixpunkt eine tagliche, maximal dreilfigminitige ,Heure fixe*, in der die Schuler
Uber ihre Ergebnisse, die weiteren geplanten Tatigkeiten und mogliche Probleme berichten soll-
ten. Da die Schiiler selbststandig arbeiten sollten und die Lehrer nur als Hintergrundlehrer agie-
ren wollten, brauchte das Projekt eine Komponente, in der die Lehrer Uber den geplanten Ver-
lauf und daraus resultierende Schwierigkeiten informiert wirden. AuRerdem sollte die Heure
fixe den Schulern die Gelegenheit geben, sich tGber die Arbeit in den anderen Teilprojekten zu

informieren und Ideen und Ergebnisse auszutauschen.

Die Heure fixe sollte am Ende jedes Projekttages stattfinden, damit die Lehrer sich auf Hilfestel-
lungen fir den Folgetag vorbereiten konnten, gegebenenfalls Materialien organisieren konnten
oder eine entsprechende Plenumsstunde konzipieren konnten.

Im Rahmen der Heure fixe sollten die Schiler téglich ihren Projektplan pflegen und so den Ver-
lauf und die weitere Planung des Projektes dokumentieren. Der Aufbau des Projektplanes, der
immer auch die fur den Tag formulierten Ziele auffiihrte, sollte die Schiler zur Reflexion ihrer

Tatigkeit animieren.

48 Mehr als anderer [...] Unterricht drangen Projekte an das Licht der Offentlichkeit, weil sie wegen der Ernsthaftig-
keit ihrer Absichten das unschulichste Unternehmen sind, das es im Schulunterricht gibt.“, KRUGER, S. 64
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Metainteraktion

Ich plante, zu Beginn jedes Projekttages, eine Unterrichtsstunde im Plenum zu halten. Diese
Metainteraktion sollte mir einerseits die Mdglichkeit geben, auf fehlendes Vorwissen der Projekt-
teilnehmer reagieren zu kdnnen und andererseits die Erkenntnisse der Schuler in einen groRe-
ren mathematischen Kontext einzubetten.

Da ich davon ausgehen musste, dass die meisten Schiler nur wenig Vorkenntnisse tber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung haben wirden, hatte ich folgende Themen vorbereitet: Kombinatori-
sche Grundaufgaben, Gesetz der groRen Zahlen, Pfadregeln in Baumdiagrammen und Test von
Zufallszahlen. Ob eines oder mehrere dieser Themen in der Plenumsstunde behandelt werden
wurden, wollte ich je nach Verlauf des Projektes entscheiden.

Um die Erkenntnisse, die die Schiler in ihrer Arbeit machten, zu qualifizieren, sollten diese in
einem gréReren Zusammenhang dargestellt werden. So sollte die Erfahrungen mit Glicksspielen
eine generelle Einsicht in das Wesen zufélliger Vorgéange liefern. Die Tragweite der gebildeten
Begriffe sollte dadurch veranschaulicht werden, dass sie auf andere Kontexte Ubertragbar wa-
ren.

Um die Grunderfahrung der Gedéachtnislosigkeit der Glicksspiele zu vertiefen, plante ich eine
Stunde Uber das Thema Zufall und Zufallszahlen. Inhalt dieser Stunde waren Fragen nach Er-
kennen und Erzeugen zufalliger Zahlen und ein anthropologischer Beitrag zu den Schwierigkei-
ten, zuféllige Ereignisse zu verstehen. Diese Plenumsstunde war ein Unterrichtsbesuch. Ich
werde sie in dieser Arbeit nicht beschreiben.

In einer weiteren Plenumsstunde plante ich, das Thema ,Die Bewertung einer Aktienoption“ zu
bearbeiten. Dieses sollte den Schilern zeigen, dass Modelle und Zusammenhéange, die sie bei
der Untersuchung von Gliicksspielen kennen gelernt hatten, auch in der Modellierung ganz an-
derer Fragestellungen hilfreich sein kénnen.

Da ich die Lerngruppe erst zu Beginn der Projektwochen kennen lernte, konnte ich die Ple-
numsstunden nicht schon im Vorfeld detailliert planen. Ich benannte lediglich méglicherweise
relevante Gebiete, sammelte Materialien und formulierte einige Einstiegsmdglichkeiten. Die

Dauer der Plenumsstunde sollte zwischen dreil3ig und sechzig Minuten liegen.
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3. Der Verlauf des Projekts

3.1. Die Lerngruppe

Am 28. Januar trafen sich alle Teilnehmer des Projektes (10 Schiler, zwei Lehrer) zum ersten
Mal. Neun der zehn Schiler (6 Jungen, 4 Madchen) kamen aus der Jahrgangsstufe 12, einer
aus der Jahrgangsstufe 11. An zwei Tagen besuchten zwei Schiler der Jahrgangsstufe 13 als
Gaste die Plenumsstunden. W. aus der Jahrgangsstufe 11 kannte ich aus meinem Mathematik-
Grundkurs, funf andere Schiler hatte ich im Rahmen von Hospitationen und Unterrichtsbesu-
chen im Leistungskurs 12 von Herrn Feltin kennen gelernt. Die restlichen Schiler waren mir bis
zu diesem Tag unbekannt. Eine Schilerin erschien krankheitsbedingt erst am vierten Tag des
Projektes, ein Schiler kam erstmals am letzten Projekttag.

Drei der Schiiler aus der Jahrgangsstufe 12 schéatzte ich besonders leistungsstark ein (M., B.
und Fl.). W. habe ich als sehr interessiert an mathematisch-naturwissenschaftlichen Fragestel-
lungen und teamfahig kennen gelernt. Seine mathematischen Kenntnisse aus der Sekundarstufe
1 wiesen jedoch deutliche Liicken auf.

Im Rahmen der Vorstellungsrunde sagten die meisten Schiler aus, bisher im Mathematikunter-
richt noch keine Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen gelernt zu haben. In der folgenden Un-
tersuchung des Spiels von Cardano konnten die meisten Schiiler zwar die Wahrscheinlichkeiten
bestimmen, die Begriffe ,glnstige Falle“ oder Laplace-Wahrscheinlichkeit waren ihnen aber

nicht bekannt.

3.2. Beschreibung der Plenumsstunde ,,Glicksspiele und Mathe-

matik*

3.2.1. Didaktische Uberlegungen

Nach einer kurzen Unterscheidung von Gliicksspielen und Strategiespielen plante ich, die Schi-
ler mit einer Frage zu einem einfachen Glucksspiel zu konfrontieren. Bei der Untersuchung die-
ser Frage sollten bereits wichtige Zusammenhange in der mathematischen Behandlung von
Glucksspielen erkennbar werden.

Das zu untersuchende Wurfelspiel geht auf Geronimo Cardano zurlck, der dieses Spiel auf
Markten im mittelalterlichen Italien anbot.”® Er lieR, gegen Zahlung einer Spielgebiihr, Spieler

mit zwei Wurfeln wirfeln und zahlte 50 Taler aus, wenn die Augensumme groRer als 9 war.

“9 Die Beschreibung des Spiels ist aus MONKA, S. 18 ff. entnommen. Die Rolle Cardanos bei der Entstehung der
Wahrscheinlichkeitstheorie beschreiben ORE und GLICKMANN
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Welche Spielgebdtihr ist sinnvoll? Bei welcher Spielgebuhr ist das Spiel fair? Die Untersuchung
dieser Fragen fihrt zur Gewichtung von mdglichen Gewinnen oder Verlusten mit deren Wahr-
scheinlichkeit. Dies leitet zum Begriff des Erwartungswertes hin. Die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeiten kann zur Unterscheidung von giinstigen und méglichen Fallen im Laplace’schen
Sinne fuhren und wiederholt somit Grundlagenwissen aus der Sekundarstufe 1.

Eine sinnvolle Spielgebiihr kann auch ohne explizite Berechnung eines Erwartungswertes ge-
schatzt werden.

Die Frage, unter welchen Bedingungen das Spiel fair fiir alle Beteiligten ist, fuhrt zu der Unter-
suchung, wann der Erwartungswert Null ist. Wie ausgefihrt ist dies die mathematische Be-
schreibung eines fairen Spiels.

Die Ubersetzung der errechneten Ergebnisse in den Kontext des Spiels drangt zu einer Interpre-
tation des Erwartungswertes. Hier taucht der Erwartungswert als , mittleres Ergebnis auf lange
Sicht* auf. Dies bietet Anlass die Bedeutung des Begriffes zu befragen.

Bei der Untersuchung der beiden Fragen nach sinnvoller und fairer Hohe des Spieleinsatzes wird
eine Modellbildung vorgenommen, die typisch fir stochastische Untersuchungen ist. Die Begrif-
fe des Erwartungswertes und der ,,glnstigen“ und ,mdgliche Falle” tauchen in diesem Modell als
Teile einer Problemlésung auf. Die Ubersetzung der Ergebnisse auf die Spielsituation fiihrt zu
einer Bewertung des Modells.

Um dieses typische Vorgehen nochmals deutlich zu machen, plante ich zum Anschluss der
Stunde die Teilnahme an einem Preisausschreiben zu behandeln, bei dem Erfolgsaussichten und

Einsatz (in Form des Portos) miteinander in Bezug gesetzt werden sollten.

3.2.2. Methodische Uberlegungen

Nach dem informierenden Einstieg, den ich als Lehrervortrag geplant hatte, wollte ich den
Schilern das Spiel des Cardano vorstellen und die Frage nach der Spielgebihr an die Schiler
stellen. Die Bearbeitung der Frage sollte in Partner- oder Gruppenarbeit geschehen. Ergebnisse
der Schuler sollten an der Tafel notiert und erklart werden.

Ich wéhlte diese methodische Umsetzung aus zwei Griinden: Zum einen sollten die Schiler in
dieser Einstiegsphase bereits mit den Schiler- und Lehrerrollen der Projektmethode vertraut
werden. Sie sollten Gelegenheit haben, selbststandig an einer Frage zu arbeiten und ihre Er-
gebnisse zu prasentieren. Andererseits sollte mir die Bearbeitung dieser offenen Fragestellung
einen Einblick in Vorwissen und Leistungsstand der Schiler geben.

Bei der Présentation der Ergebnisse plante ich, eine mogliche Verschiedenartigkeit von L6-

sungswegen als typische Eigenschaft anwendungsorientierter Aufgaben zu benennen.
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Die Interpretation der Ergebnisse sollte als Diskussion im Plenum stattfinden. Ich hoffte, so ei-
nen Eindruck von der Artikulationsféahigkeit der Schiiler zu erhalten und gegebenenfalls Regeln
fur die Gesprachsfuhrung einfihren zu kénnen.

In einer weiteren Erarbeitungsphase plante ich, in einem Lehrer-Schuler-Gesprach aus den Lo-
sungen der Schiler ein allgemeines Schema fir die Berechnung eines Erwartungswertes zu
entwickeln.

In einer Sicherungsphase sollten die Schiiler erneut eine Fragestellung untersuchen, bei der die
Berechnung eines Erwartungswertes hilfreich sein konnte. Dies sollten die Schiler selbststandig
in Partner- oder Gruppenarbeit durchfiihren. Ich wahlte diese Arbeitsform, um ein Gesprach
Uber die Fragestellung und somit eine Begriffsbildung zu erméglichen. Ergebnisse und Rechen-
wege sollten an der Tafel vorgestellt werden. Die Interpretation der Aussage sollte als Diskussi-
on im Plenum stattfinden und so Anlass zur Bewertung der Modellierung bieten.

Zum Abschluss dieser Stunde plante ich, in einem kurzen Lehrervortrag, einerseits den Begriff
des Erwartungswertes als wichtige Grolie bei zuféalligen Vorgadngen zu unterstreichen und ande-
rerseits die untersuchten Fragen als Wurzeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung darzustellen.

Eine tabellarische Verlaufplanung der Stunde ist im Anhang A-5.1 zu finden.

3.2.3. Nachbetrachtung

Die Schuler fanden drei unterschiedliche Lésungswege, um eine faire Spielgebihr zu berechen.
Keine der Losungen benutzte eine Unterscheidung der Spielausgdnge im Sinne von gunstigen
und mdglichen Fallen. In der Diskussion der Ergebnisse beschrieben die Schiler, dass der faire
Wert der Spielgebihr durch zuféllige Ausgange des Spiels zu einem Bankrott Cardanos fiihren
konnte.

In der Phase der Entwicklung eines allgemeinen Losungsschemas musste ich stéarker als geplant
lenken, da die Schiler Begriffe wie Laplace-Wahrscheinlichkeit, giinstige und moégliche Falle
oder Gegenereignis nicht kannten. Ich entwickelte diese Begriffe anhand der Spielsituation und
formulierte eine Darstellung des Erwartungswertes.

In der Sicherungsphase konnten nicht alle Schiiler die Frage nach den Erfolgsaussichten bei der
Teilnahme an einem Preisausschreiben beantworten. Einige Schiler I6sten die Aufgabe durch
die Berechnung des Erwartungswertes. Bei der Prdsentation der Ergebnisse konnten sie den
Losungsweg erklaren und Fragen ihrer Mitschiler beantworten.

Durch die Beobachtung der Arbeit konnte ich auf deutliche Unterschiede hinsichtlich der Leis-
tungsfahigkeit schlieRen. Fl., B., und M. fiel es leicht, die Situation mathematisch zu beschrei-

ben und eine rechnerische Losung zu finden. A. hatte eine richtige Losung, konnte seinen L6-
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sungsweg jedoch nicht verstandlich beschreiben. Das Vorwissen Uber Inhalte der Wahrschein-
lichkeitsrechnung war bei allen Schiilern sehr gering.

In den Gesprachsphasen stellte ich deutliche Unterschiede in der Argumentationsfahigkeit fest.
W. konnte seine Ideen und Vermutungen klar formulieren, ebenso Fl. und M.. N. und E. betei-

ligten sich hingegen kaum an der Diskussion.
3.3. Arbeit der Teilprojektgruppen
3.3.1. Arbeit der Teilprojektgruppe ,,Keno*

3.3.1.1. Beschéaftigungsfelder und Projektdurchfihrung

Bei der ersten Beschaftigung mit Keno setzten sich die Schiler zunachst mit dem Gewinnplan
auseinander. Die Tatsache, dass bei einigen Kenotypen eine Auszahlung erfolgt, obwohl keine
Zahl richtig getippt wurde, fanden die Schuler erstaunlich. Die Frage tauchte auf, ob die stei-
genden Gewinnsummen aus dem Gewinnplan mit steigenden Unwahrscheinlichkeiten einherge-
hen. Auch die Moglichkeit, die Zahlen im Vorhinein zu berechnen, wurde thematisiert.

In der ersten Heure fixe gaben F., Fl. und B. an, sich mit Keno beschéaftigen zu wollen. Sie woll-
ten der Frage nachgehen, welcher Kenotyp fir den Spieler am ginstigsten sei und meldeten
Unterstitzungsbedarf fur das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten an.

In der Plenumsstunde des néchsten Tages behandelten wir kombinatorische Grundaufgaben.
Ausgehend von konkreten Ziehungen aus einer Urne entwickelten wir Formeln fur die Anzahl
von Ziehungsmdoglichkeiten. Damit die Schiiler die Uberlegungen selbststandig vertiefen konn-
ten, stellte ich das interaktive Kombinatorik-Modul zur Verfiigung.

Thema der Plenumsstunde des dritten Projekt-Tages war ,Zufall, Zufallszahlen und Pseudo-
Zufallszahlen®“. Ich stellte das Mid-Square-Verfahren und den Pair-Test vor. Beide Verfahren
hatte ich in Excel implementiert.

Im Anschluss an diese Plenumsstunde fragten Fl., F. und B., ob ich es fiir mdglich hielte, dass
sie eine Keno-Simulation in Excel herstellen kdnnten. Da einer der Schiler angab, das Pro-
gramm gut zu kennen, sagte ich, dass dies durchaus maoglich sei und ermunterte die Schiiler, es
zu versuchen. Als ersten Schritt empfahl ich, den Mid-Square-Algorithmus in Excel umzusetzen.
Die Gruppe arbeitete parallel an der Implementierung des Verfahrens und der Berechnung der
Gewinnwahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte.

Ein Schiler hatte das Computerprogramm LotKeno mitgebracht, um Gewinnwahrscheinlichkei-
ten zu berechnen. Allerdings konnten die Schiiler die Ergebnisse nicht mit der kombinatorischen
Formel in Einklang bringen und baten mich um Hilfe. Ich riet ihnen, die Wahrscheinlichkeiten
fur einige einfache Falle mit Hilfe der kombinatorischen Formel zu berechnen und die Ergebnis-

se mit den Werten von LotKeno zu vergleichen.
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Spéter berichtete B., dass sie die Werte aus LotKeno nachvollziehen kénnten und eine Liste der
Gewinnwahrscheinlichkeiten aufgestellt hatten. F. und B. hatten begonnen, die Erwartungswer-
te der Gewinne zu berechnen.

Fl. konnte den Mid-Square-Algorithmus nachvollziehen, aber die Umsetzung in Excel bereitete
ihm noch Probleme. Ich riet ihm, Fragen in seiner Gruppe zu besprechen und gegebenenfalls
offene Punkte fur die Heure Fixe zu formulieren.

In der Heure Fixe benannte die Gruppe als nachstes Ziel, den Mid-Square-Algorithmus in Excel
umzusetzen. Dazu brauche sie Erklarungen zu Funktionen des Programms.

Am néchsten Tag konnte ich die Fragen zu Excel beantworten und die Schiler implementierten
den Algorithmus. Als Ziel fir den nachsten Tag nannten sie, eine Keno-Simulation in Excel zu
erstellen. Sie meldeten Unterstitzungsbedarf bei der Suche nach Excel-Funktionen an.

Am letzten Tag des Projektes, lieR ich mir die gesuchte Funktionalitdt von den Schilern genau
erklaren und konnte eine Losungsidee entwickeln. Ich erklarte den Schilern die Excel-Funktion
LZAHLEWENN® und deutete eine mdogliche Verwendung an, UberlieR es aber der Gruppe, das

Problem zu l6sen.

3.3.1.2. Projektabschluss — Dokumentation der Lernergebnisse

Zwei Bilder der erstellten Excel-Anwendung sind in Anhang A-6 abgebildet. Die Gruppe prasen-
tierte ihr Produkt im Computerraum und gaben den Mitschilern die Gelegenheit, die Simulation
zu spielen.

Das Produkt der Gruppe dokumentiert, dass die Schiler einfache Erwartungswerte berechnen
und interpretieren konnten. Die Ergebnisse konnten sie interpretieren und ginstige und un-
gunstige Kenotypen unterscheiden. Dies belegt, dass sie den Erwartungswert als mittlere Ge-
winnerwartung verstanden hatten. Die Berechnung des Erwartungswertes eines Kenotyp als
arithmetisches Mittel der bedingten Erwartungswerte ist falsch und zeigt, dass die Schiler kom-
plexe Zufallsexperimente noch nicht ausreichend verstanden haben.*

Die Schiler konnten die Wahrscheinlichkeit einer Ziehung anhand einer kombinatorischen For-
mel berechnen und mit den Werten eines Computerprogramms vergleichen. Dies belegt, dass
sie eine kombinatorische Grundaufgabe |6sen konnten.

Die Implementierung des Mid-Square-Generators zeigt, dass die Schiiler das Verfahren verstan-
den haben. Die Umsetzung mit einem wechselndem Startwert belegt, dass sie erkannt haben,
dass Generatoren bei gleichen Ausgangsbedingungen immer gleiche Werte erzeugen.

Die Verwendung der Zahlen fir eine Keno-Simulation belegt, dass die Schiiler die berechneten

Werte richtig umskalieren und runden konnten. Dass die generierten Zahlen einem Ziehen mit

%0 Spalte H in Tabelle 1 soll den Erwartungswert pro Kenotyp angeben.
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Zuricklegen, also einem anderen Urnenexperiment, entsprechen, wurde erkannt und bei der

Umsetzung beriicksichtigt.

3.4. Arbeit der Teilprojektgruppe ,,Roulette”

3.4.1.1. Beschéaftigungsfelder und Projektdurchfihrung

Beim Spielen vermuteten einige Schiler, dass Roulette so konzipiert sei, dass eine grofle Ge-
winnmoglichkeit auch immer mit einem hohen Risiko verbunden sei. Ein Schiler beschrieb die
Progressions-Strategie als sichere Gewinnstrategie. Andere Schuler berichteten tber eine Mani-
pulation eines Roulette-Spiels, iber die in der Tagespresse berichtet worden war.>*

In der ersten Heure fixe sagten M. und W., dass sie Roulette genauer untersuchen wollten. Sie
planten, verschiedene Setzmdéglichkeiten beziiglich Gewinn und Wahrscheinlichkeit miteinander
zu vergleichen und Strategien zu suchen, die den Erwartungswert vergrofiern.

Am zweiten Projekttag besuchten wir das Casino in Bad Homburg. Im Rahmen einer Fihrung
stellte ein Angestellter Roulette vor. Auf die Frage eines Schulers nach der Anordnung der Zah-
len im Roulette-Kessel, sagte er, dass die 18 Zahlen links der Null die gleiche Summe ergeben
wie die 18 Zahlen rechts der Null. Dies sei nicht nur fur die Null der Fall, sondern fiir jede Zahl
des Kessels.

Um den Schilern der Gruppe die Berechnung der Erwartungswerte moglich zu machen, gab ich
ihnen zu Beginn des dritten Projekttages den Rat, einen Gewinnplan in Form einer Tabelle auf-
zustellen. In dieser Tabelle sollen die fir die verschiedenen Setzmdglichkeiten alle wichtigen
Zahlen auflisten. Welche Daten notwendig waren lieR3 ich allerdings offen.

In der Heure fixe des dritten Tages berichteten sie, dass beim Roulette der erwartete Gewinn
stets -2,7 Prozent sei und sie durch bei einer Internetrecherche einige kuriose Strategien ge-
funden hatten. Als ndchste Beschaftigungsfelder nannten sie eine genaue Untersuchung der
Progressions-Strategie und der Eigenschaft der Kesselzahlen, die der Spielbankangestellte er-
wahnt hatte.

Im Anschluss an die Heure fixe berichtete W., dass sie Uber einen Vergleich des Roulette-Spiels
mit dem russischen Roulette nachgedacht hatten. Ich erwiderte, dass dies eine originelle Uber-
legung sei, sie hinsichtlich einer Untersuchung aber eine konkrete Fragestellung formulieren
sollten. Die Gruppe fuhrte diese Idee jedoch nicht weiter aus.

Da ich wusste, dass die Untersuchung der Progressions-Strategie mit einigem mathematischen
Aufwand verbunden war, suchte ich entsprechende Literatur, die ich den Schillern am néchsten

Tag zur Verfigung stellte. Ich hatte M. als sehr leistungsstark kennen gelernt und wahlte einen

51 So berichtete zum Beispiel die Online-Ausgabe des Hamburger Abendblattes am 07.12.2004 unter der Uberschrift
sLasertrick: Ritz-Kasino gepliindert*
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Ausschnitt aus dem Vorlesungsskript von Hefendehl-Hebeker.>> Da der Text nicht fur Schuler
geschrieben war, versah ich ihn mit einigen Kommentaren, die den Schiilern die Bearbeitung
vereinfachen sollten.

In der Heure fixe berichteten die Schiiler, dass sie die Aussage uUber die Summe der Kesselzah-
len durch ein Gegenbeispiel widerlegen konnten. Allerdings hatten sie herausgefunden, dass die
Summe aller Kesselzahlen die Zahl 666, ,die Zahl des Teufels!” ergebe. Die Untersuchung der
Progressionsstrategie hatte zu einer Aussage gefiihrt, wie oft man den Einsatz verdoppeln kann.
Als nachstes Untersuchungsobjekt planten sie, die Summen der Kesselzahlen weiter zu untersu-
chen. Dies sei jedoch mit dem Taschenrechner sehr mithsam. Ich bot an, eine entsprechende
Untersuchung in Excel anzuleiten.

Als Arbeitsziel fur den letzten Tag hatte sich die Gruppe, neben der erwéhnten Untersuchung,

die Aufbereitung der Ergebnisse zur Darstellung auf einem Poster gesetzt.

3.4.1.2. Projektabschluss — Dokumentation der Lernergebnisse

Das von den Schulern erstellte Poster ist in Anhang A-6 dargestellt. Neben der Summe der Kes-
selzahlen wird beschrieben, dass Aufteilung nur fir den Sonderfall O zwei gleichgroRe Teilsum-
men ergibt. Dies dokumentiert die kritische Auseinandersetzung mit der Aussage eines Spezia-
listen und der Einstufung als Spezialfall. Durch die graphische Darstellung aller mdglichen Teil-
summen, in der kein erkennbares Muster zu sehen ist, haben die Schiler belegt, dass sie das
Diagramm als passende Prasentationsform numerischer Werte verwenden konnten.

Die Beschreibung von Roulette als Spiel mit konstantem Erwartungswert belegt, dass die Schi-
ler den Erwartungswert als wichtige Grolie eines zuféalligen Vorgangs erkannt haben. Die aufge-
fuhrte Rechenvorschrift fir den Erwartungswert belegt, dass die Schiler die Struktur der Be-
rechnung verstanden haben. In der Prasentation der Ergebnisse beschrieb W. den jlingeren
Schilern den Erwartungswert als ,mittlerer Gewinn oder Verlust, wenn man lange spielt.” Dies
interpretiere ich als Beleg, dass wichtige Eigenschaften des Begriffs verstanden wurden.

Zur Fairness des Spiels machten die Schiler die Aussage, dass es wegen des Erwartungswertes
von -2,7% nicht absolut fair sei, aber im Vergleich zu anderen Spielen relativ fair sei. Dies zeig-
te, dass sie den Erwartungswert zum Vergleich zufalliger Vorgange verwenden konnten.

Die Aussagen zur St. Petersburgstrategie (Progressionsstrategie) belegen, dass die Schiler in
der Lage waren, die Strategie mathematisch zu modellieren. Innerhalb des Modells konnten sie
eine Aussage Uber die maximal Zahl der Verdopplungen zu machen. Die Aussage uber das Ver-

héaltnis von mdglichem Gewinn und Risiko belegt, dass die Schuler innerhalb des Modells eine

52 HEFENDEHL-HEBEKER, S. 210 ff.
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wesentliche Eigenschaft der Strategie formulieren und anschlieRend wieder in die Spielsituation

Ubersetzen konnten.

3.4.2. Arbeit der Teilprojektgruppe ,,Lotto*

3.4.2.1. Beschéaftigungsfelder und Projektdurchfihrung

Beim Spielen von Lotto behauptete A., dass die 13 auch beim Lotto eine Ungliickszahl sei, die
man nicht tippen solle, da sie seltener gezogen wiirde. Die Schiler fragten mich, ob dies so sei.
Ich sagte, dartiber wusste ich nichts, aber man kénne — mathematisch fundiert — gute und
schlechte Zahlen benennen. Dies stield auf den Unglauben der meisten Schiiler, die mir erklar-
ten, jede Zahl sei gleich wahrscheinlich.

In der Heure Fixe des ersten Tages konnten E. und N. kein mdgliches Beschaftigungsfeld be-
nennen. A. wollte herausfinden, wie der Keno-Computer funktioniert, in der Hoffnung, ,,das Sys-
tem knacken zu koénnen®“. Ich versuchte E. und N. durch einige der vorbereiteten Fragen zu
stimulieren. Sie entschieden schliefldlich, zusammen mit A. eine Gruppe ,Keno 2“ zu bilden und
die Funktionsweise des Keno-Computers untersuchen zu wollen.

Im Anschluss an die dritte Plenumsstunde, die eine Mdglichkeit, Zufallszahlen zu erzeugen, be-
handelt hatte, gab ich der Gruppe drei Zeitungsartikel zur Funktionsweise des Keno-Computers
und die Beschreibung des Mid-Square-Generators, den ich auch der Gruppe Keno 1 gegeben
hatte.

Nach kurzer Zeit kam die Gruppe zu mir und man fragte mich, ob sie Fragen zum Lotto unter-
suchen kénnten. Das Thema Keno sei zu sehr mit Computern verbunden. Dies entsprache nicht
ihren Vorkenntnissen und Interessen. Ich sagte, dass der Wechsel des Untersuchungsgegens-
tandes in diesem Falle sinnvoll sei und gab der Gruppe Zeit, Fragen zu entwickeln, die sie im
Verlauf des Projektes bearbeiten wollten.

Die Gruppe formulierte als Beschéaftigungsfelder die Fragen: ,Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit sechs Richtige zu haben?“ und ,Wieso gibt es ungiinstige Zahlen beim Lotto?“. Die Schuler
auRerten, die kombinatorischen Formeln aus der Plenumsstunde des Vortages noch nicht ver-
standen zu haben. Ich gab ihnen das Kombinatorik-Moduls und einen weiteren Text, der die
kombinatorischen Grundaufgaben behandelt.

Nach ca. einer Stunde kam E. zu mir und sagte, dass die Gruppe nicht weiter kdme, weil sie
»gar nichts* verstanden. Ich besprach mit der Gruppe eine einfache kombinatorische Aufgabe
und konnte durch gezielten Fragen und Anleitungen erreichen, dass die Schiler diese Aufgabe
I6sten. Die Aufgabe war so gewabhlt, dass sie sich erweitern liel? und die Formel zur Berechnung

der Wahrscheinlichkeiten im Lotto erschlieRen liel3.
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In der Heure fix berichtete die Gruppe, Uber ihr neues Untersuchungsfeld und die beiden Fra-
gen, denen sie nachgehen wollten.

Am nachsten Tag gab ich der Gruppe Materialien zu den Haufigkeiten der gezogenen Zahlen
und Statistiken der Landeslottozentrale zu den ausgeschitteten Gewinnsummen. Das Material
der Landeslottozentrale gab ich in Papierform und als Excel-Tabellen aus.

Nach einiger Zeit berichteten die Schiler, dass sie die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Richtige be-
rechnet hatten und nun begonnen hatten giinstige und unginstige Zahlen zu untersuchen. Die
Haufigkeit der gezogenen Zahlen helfe dabei aber nicht, denn dies sei ,alles Zufall“. Wie sie die
Statistiken der Landeslottozentrale verwenden kdnnten, sei ihnen nicht klar. Ich machte den
Vorschlag, die Daten der Gewinnklasse | auf Besonderheiten zu untersuchen.

In der Heure fixe berichtete die Gruppe, dass sie fur die Jahre 2000 bis 2003 eine Liste aufge-
stellt hatten, die zeige, welche Zahlen wie oft getippt worden waren, wenn der Jackpot an mehr
als zehn Spieler verteilt worden sei. Aus dieser Liste liel? sich allerdings kein Muster erkennen.
Schiler anderer Gruppen formulierten die Vermutung, dass sie weitere Jahre untersuchen
mussten, um ein solches Muster zu erkennen. Die Gruppe erwiderte, dass dies zu mihsam sei.
Ich schlug vor, die Daten nicht in der Papierform zu untersuchen sondern die Excel-Tabelle zu
benutzen und bot den Schilern an, am nachsten Tag einige Funktionalitaten des Programms zu
erklaren.

Am néchsten Tag gab ich der Gruppe eine kurze Einfihrung in Excel, bei der ich das Kopieren
von Daten und die Funktion ,,ZAHLEWENN* vorstellte. Spater fragten die Schiler nach Moglich-
keiten, ihre Ergebnisse als Diagramm darzustellen. Ich zeigte der Gruppe, wie man Diagramme
in Excel erstellen kann und stellte verschiedene Diagrammtypen vor, Uberlie3 es aber den Schi-

lern zu entscheiden, welcher Diagrammtyp fir die Darstellung ihrer Ergebnisse sinnvoll sei.

3.4.2.2. Projektabschluss — Dokumentation der Lernergebnisse

Das Poster der Gruppe zeigt, dass die Schiler in der Lage waren mit Hilfe einer kombinatori-
schen Formel die Wahrscheinlichkeit fir ,6 Richtige” richtig zu berechnen. Dieses Ergebnis
konnten sie benutzen, um den Erwartungswert fur eine typische Gewinnsumme von 5 Millionen
Euro zu berechnen. In der Prasentation der Ergebnisse erklarte E., dass Lotto ,eigentlich” erst
bei einer Gewinnsumme von Uber 14 Millionen Euro fir den Spieler fair wére. Diese Interpreta-
tion belegt, dass die Schiulerin eine wichtige Bedeutung des Erwartungswertes verstanden hat-
ten.

Die Darstellung der gunstigen und ungtinstigen Zahlen dokumentiert, dass die Gruppe in der
Lage war, eine grolle Datenmenge zu untersuchen und die Ergebnisse zu interpretieren. Die
grafische Aufbereitung der Ergebnisse ist angemessen und belegt, dass die Schiler eine sinn-

volle Form der Prasentation statistischer Daten verwenden konnten. Dass die Datenanalyse und
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Aufbereitung in Excel vorgenommen wurde weist darauf hin, dass die Gruppe Grundfunktionali-
taten dieser Tabellenkalkulation zur Durchfiihrung einer statistischen Untersuchung beherrsch-
te.

In der linken unteren Ecke des Posters sind die Haufigkeiten der bisher gezogenen Zahlen auf-
gelistet. Zusammen mit der Aussage, dass alle Zahlen gleich wahrscheinlich bleiben, deutet dies
an, dass die Schiler die Gedéachtnislosigkeit als wichtiges Phanomen zufélliger Vorgéange ver-

standen haben.

3.5. Beschreibung der Plenums-Stunde: ,,Ein anderes Spiel — der

faire Preis einer Aktienoption*

3.5.1. Didaktische Uberlegungen

Diese Plenumsphase sollte gegen Ende des Projektes stattfinden und den Schulern Gelegenheit
geben, die Begriffe und Zusammenhéange, die sie im Rahmen der Untersuchung von Gliicksspie-
len kennen gelernt hatten in einem anderen Kontext zu verwenden. Ich hatte bereits mit Schu-
lern der Sekundarstufe Il finanzmathematische Themen behandelt und dabei den Eindruck ge-
wonnen, dass sie bei vielen Schilern auf grol3es Interesse stolRen.

Die Bewertung einer Aktienoption sollte den Schilern zeigen, dass sich Prozesse aus dem Alltag
im Rahmen einer mathematischen Modellierung als ein Spiel interpretieren lassen. In dem hier
gewdhlten Unterrichtsgegenstand kdnnen mathematische Erkenntnisse in wirtschaftliche Aussa-
gen Ubersetzt werden und beleuchten Zusammenhange neu.

Die in Abschnitt A-2.2 in einer Sachanalyse beschriebene Bewertungsidee hatte ich wesentlich
reduziert. Inhalt der Phase sollte die Bewertung einer Aktienoption flr einen Zeitschritt sein.
Durch diese Reduktion wird der Berechnungsaufwand wesentlich reduziert und der Graph be-
steht nur aus zwei Kanten. Die Idee der risikolosen Bewertung und die damit verbundene Inter-
pretation als ein faires Spiel bleibt jedoch auch in der reduzierten Form erhalten.

Nach der Einfihrung des Modells fur die Aktienpreisentwicklung sollte die Frage behandelt wer-
den, unter welchen Bedingungen der Kauf einer Aktie in dem Modell fair ist. Da hier die Wahr-
scheinlichkeiten anzupassen sind, stellt dies eine Erweiterung der Frage zum Spiel des Cardano
dar. Ich erwartete, dass dies einige Schiler vor Probleme stellen kdnnte, da in den bisherigen
Kontexten Wahrscheinlichkeiten immer durch Spielvorrichtungen festgelegt waren. An dieser
Stelle wirde es daher Sinn machen, in die Modellvorstellung einer ,fairen“ oder ,risikolosen*
Welt einzufihren.

Die Frage liel3 sich beantworten, indem die Schiler eine Gleichung fur den Erwartungswert auf-

stellten und diese Gleichung nach der gesuchten Wahrscheinlichkeit p auflosten. Die Struktur
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der Gleichung entspricht den Gleichungen, die sie bei der Untersuchung von Gliicksspielen
mehrfach untersucht hatten.

Die anschlielfende Bestimmung des Optionspreises fuhrt wieder zu einem Erwartungswert, des-
sen Struktur die Schuler aus ihren Untersuchungen bereits kannten. Die Berechnung stellte so-
mit eine Anwendung bekannter Fertigkeiten in einem neuen Kontext dar.

Nach diesen Arbeiten im Modell sollte die Plausibilitat des Modells thematisiert werden. Da sich
der berechnete Optionspreis nicht mit bekannten Werten vergleichen lie3, plante ich, zwei Akti-
en mit unterschiedlichen Kursverlaufen zu behandeln®. Beide Aktien hatten &hnliche Anfangs-
und Endwerte, unterschieden sich jedoch in der Intensitat der Kursschwankungen. Hier konnten
die Schuler zunéchst auBerhalb des Modells Uber den Preisunterschied einer Call-Option disku-
tieren.

Die Frage, wie sich die unterschiedlichen Kursverlaufe im mathematischen Modell umsetzen
lassen, diente zunéchst der Sicherung des Verstandnisses des Modells. Darliber hinaus bot sie

auch Anlass, die Intensitat der Aktienpreisschwankung als Risiko zu interpretieren.

3.5.2. Methodische Uberlegungen

Ich plante, die Einstiegsphase als Lehrer-Schiler-Gesprach, um so die Vorkenntnisse der Schi-
ler Gber Aktien und Optionen zu sammeln und zu strukturieren.

Im Anschluss an diese Phase wollte ich das Binomialbaum-Modell fiir die Preisentwicklung der
Aktie vorzustellen. Da die Schuler dieses Modell nicht kennen konnten und auch in diesem Rah-
men nicht selbst entwickeln sollten, gestaltete ich diese Phase als Lehrervortrag. Ich erwartete,
dass Schuler nach den Werten fir die Wahrscheinlichkeit einer Aufwarts- oder Abwartsbewe-
gung fragen wirden. Darauf wirde ich antworten, dass diese zun&chst nicht bekannt sind und
ich mich in der folgenden Phase auf diese Frage beziehen wirde.

Die folgende Erarbeitungsphase konzipierte ich als Diskussion im Plenum, da ich in friiheren
Plenumsphasen die Erfahrung gemacht hatte, dass die meisten Schiiler einer solchen Diskussion
folgen konnten. Ich beabsichtigte, durch diese Form der Erarbeitung, Raum fiir verschiedenarti-
ge ldeen zum Konzept der risikolosen Bewertung zu schaffen. Die Diskussion sollte den Schi-
lern die Mdglichkeit geben, Verstandnisschwierigkeiten beim Konzept der ,risikolosen Welt“ zu
aulern. Fur den Fall, dass die Schiler die Bewertungsidee nicht mathematisch modellieren kon-
nen wirden, hatte ich geplant, die Analogie zum Spiel des Cardano herauszuarbeiten.

Ziel der Phase war, dass die Schiler die Analogie zwischen der Preisentwicklung und einem
fairen Glicksspiel erkennen sollten. Als Ergebnis sollte eine Gleichung an der Tafel stehen, in

der der Erwartungswert des Aktienpreises mit dem aktuellen Aktienpreis gleichgesetzt wird. Die

%3 Die verwendeten Kursverlaufe sind in Anhang A-5.2.1 dargestellt.
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Schuler sollten die Gleichung nicht selbst I6sen. Ich hatte die Losung vorbereitet und wollte sie,
nachdem die Schuler den Losungsweg skizziert hatten, angeben.

Die Berechnung des Optionspreises sollte als Einzel- oder Partnerarbeit durchgefuhrt werden.
Ahnliche Rechnungen hatten die Schiiler im Verlaufe des Projekts bereits mehrfach durchge-
fuhrt. Die Bestimmung des Erwartungswertes hatte demnach hier einen ibenden Charakter. Die
Ergebnisse sollten von den Schillern an der Tafel prasentiert und erlautert werden. Dies sollte
die Moglichkeit er6ffnen, verschiedene Rechenwege miteinander zu vergleichen.

In der letzten Phase plante ich, den Schilern die Kursverlaufe von zwei Aktien zu prasentieren
und ihnen die Frage zu stellen, bei welcher die Call-Option teurer wéare. Diese Phase sollte wie-
der als Diskussion im Plenum stattfinden. Die Untersuchung dieser Frage lasst verschiedene,
sich ergdnzende Zugange zu und sollte daher als Gesprach in der Gruppe stattfinden. Damit
unterschiedliche Argumentationsebenen deutlich und miteinander in Bezug gesetzt werden
konnten, plante ich, diese Diskussion zu leiten.

Das Ende der Stunde sollte ein kurzer Lehrervortrag bilden, in dem ich erlauterte, dass die Be-
wertung einer Option nur eines von vielen Beispielen ist, in dem die Interpretation eines sto-

chastischen Vorgangs als Spiel ein entscheidender Schritt in der Untersuchung ist.

3.5.3. Nachbetrachtung

In der ersten Phase der Stunde zeigte sich, dass das Vorwissen der Schuler sehr unterschiedlich
war. Einige hatten den Begriff ,,Option* im Zusammenhang mit Wertpapieren noch nicht gehort,
andere konnten die Unterschiede Kauf- und Verkaufsoption richtig erklaren.

In der ersten Plenumsphase, in der der Aktienwert in einer risikolosen Welt thematisiert wurde,
musste ich stérker als geplant eingreifen. Die Schiller konnten zwar die Analogie zum Spiel von
Cardano selbst formulieren, fanden aber nicht zu einer Losungsidee. Ich erlauterte das Konzept
der risikolosen Bewertung nochmals. Danach konnten drei Schiler die Gleichung zur Bestim-
mung der Wahrscheinlichkeit p aufstellen. B. erlauterte die Idee an der Tafel.

Die Berechnung des Optionspreises als Erwartungswert gelang der Uberwiegenden Zahl der
Schuler. Probleme konnten von Mitschilern durch die Erluterung des Ldsungsweges geklart
werden.

Die zweite Diskussionsphase im Plenum war sehr ertragreich. Einige Schiler konnten mit wirt-
schaftlichen Uberlegungen argumentieren, dass die Option auf die Aktie mit starkeren Kurs-
schwankungen wertvoller sei und folglich einen héheren Preis habe. Diese Argumentation Uber-
zeugte schlieBlich alle Schiiler.

Meine Frage, welche Auswirkung eine starkere Kursschwankung im Binomialbaum-Modell habe,
fuhrte dazu, dass das Modell von den Schiilern nochmals besprochen wurde. SchlieR3lich erklarte

M., dass der ,Schnabel“ in dem Graph weiter gedffnet sei, wenn die Kursschwankung grol3er
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sei. Die Breite des ,,Schnabels* wurde schlie3lich von den Schilern als MaR} fur die Schwankung

des Aktienpreises benannt.
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4. Reflexion des Projektes

Die Lerngruppe

Die grofite Schwierigkeit bei der Planung des Projektes bestand darin, dass ich die Lerngruppe
nicht kannte. Ich musste einige Vermutungen Uber die Teilnehmer anstellen, die sich im Nach-
hinein nur zum Teil als richtig herausstellten.

Ich hatte erwartet, dass die Schiler wenige Vorkenntnisse im Gebiet der Wahrscheinlichkeits-
rechnung haben wirden. Tatséchlich sagten die Schiler aus, sie hatten dieses Thema bisher im
Mathematikunterricht nicht oder kaum behandelt. Selbst elementare Begriffe wie ,gilinstige* und
».mogliche Falle“ waren den Schiilern nicht bekannt. Durch die Auswahl der Spiele, die Arbeiten
auf unterschiedlichen Niveaus méglich machten, konnten dennoch alle Lernenden ihren Zugang
zu dem Thema finden.

Weiterhin hatte ich vermutet, dass die Schiler in selbststdndigen Gruppenarbeiten erfahren
seien. Dies traf nur auf ca. zwei Drittel der Schiler zu. Diese konnten ohne mein Eingreifen
ausdauernd und konstruktiv in ihren Teilprojektgruppen arbeiten.

Die Schuler der Teilprojektgruppe Lotto hatten hingegen Schwierigkeiten, als Gruppe zu arbei-
ten. Durch die Vereinbarung von Gesprachsregeln konnte ich diese Schwierigkeiten abmildern.
Die RegelmaRigkeit der Teilnahme war schlechter als ich erwartet hatte. Wie beschrieben, ka-
men zwei Schiiler erst verspatet zum Projekt. A. fehlte an einem Tag und begriindete dies mit
einem auRerschulischen Termin.>* Einen Grund fir die unregelmaRige Teilnahme sehe ich im
Zeitpunkt der Projektwoche, der zwischen der Notenkonferenz und der Zeugnisausgabe lag.

In der letzten Heure fixe hatten die Schiler die Gelegenheit, Riickmeldung zum Projekt zu ge-
ben.>® Die Ruckmeldungen waren {iberaus positiv. Die Schiller bewerteten insbesondere das
eigenstandige Arbeiten an einem selbst gewéahlten Thema als sehr gut. Dies bestatigte meinen
Eindruck, dass die Schiler neben den fachlichen Inhalten einen Kompetenzzuwachs hinsichtlich
der Teamféhigkeit erfahren hatten. Das eigenstéandige Arbeiten machte sie zu Spezialisten, wo-
durch sie anderen Schiilern - und auch ihren Lehrern - fachliche Inhalte erklaren konnten.
Ebenfalls positiv wurde der aufllerschulische Bezug, der im Lernort Casino besonders deutlich
wurde, bewertet. Diese Offnung der Schule bereicherte die Erfahrungswelt der Schiiler und mo-

tivierte das innerschulische Arbeiten.

Die Planung des Projektes

54 Ich informierte den Tutor von A. iiber sein Fernbleiben. Dieser berichtete, dass der Schiiler gelegentlich auch im
regularen Unterricht fehle und fihrte dies auf ein sportliches Engagement zuriick.

%5 Neben der Form der miindlichen Riickmeldung hatte die Schiiler auch die Mdglichkeit den in Abschnitt A-5.3 abge-
bildeten Fragebogen zu verwenden.
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Karl Frey beschreibt die fehlende Auseinandersetzung mit der Projektinitiative als typischen
Mangel in der Durchfiihrung von Projektwochen im schulischen Bereich.>® Dies bewerte ich auch
in diesem Projekt als Schwierigkeit.

Da ein frihzeitiges Treffen aller Projektteilnehmer nicht stattfand, konnten die Schiler weniger
eigene Ideen und Interessen in das Projekt einbringen, als wiinschenswert gewesen ware. Ein
oder zwei gemeinsame Termine im Vorlauf des Projektes hatten mir einerseits die Moglichkeit
gegeben, die Lerngruppe kennen zu lernen und andererseits, mich gezielt auf die Interessen
der Schiler vorzubereiten. Eine Schwerpunktsetzung, wie hier vorgenommen, ware nicht not-

wendig gewesen. Leider lieR die Organisationsform dieser Projektwoche solche Treffen nicht zu.

Der Projektplan, den ich erstellt habe, um den Schilern bei der Planung und Dokumentation
ihres Vorgehens zu helfen, war fur dieses Projekt unangemessen. Dies zeigte mir einerseits der
Umgang der Schiler mit dem Plan und stellte andererseits eine klare Rickmeldung der Schiiler
dar. Durch die Arbeit in kleinen Teilprojektgruppen an einem selbst gewéahlten Thema und die
regelméaRigen Heure fixe war die Arbeit geniigend strukturiert. Eine zusétzliche Formalisierung

durch den Projektplan war hier nicht notwendig.

Die veranderte Lehrerrolle

Die in der Projektmethode verédnderte Lehrrolle konnte ich gut ausfillen. Ich beschrankte mich
wahrend der Projektdurchfihrung darauf, die Schiler zu beraten und ihnen, wenn notwendig,
Hilfestellungen zu geben, damit sie selbststéandig weiterarbeiten konnten. Durch die intensive
Planung im Vorfeld des Projektes hatte ich einige der auftretenden Probleme vorhergesehen
und konnte darauf eingehen. Auf unvorhergesehene Entwicklungen, wie den starken Einsatz
der Tabellenkalkulation in allen Teilprojekten, konnte ich flexibel reagieren.

Einen Hinweis darauf, dass die Schiler die veréanderte Lehrerrolle akzeptierten, sehe ich darin,
dass sie Herrn Feltin und mich aufforderten, zum Abschluss des Projektes ebenfalls ein Poster
mit unseren Ergebnissen aus dem Projekt zu erstellen.”’

Die Beobachtung der engagierten Arbeit der Schiller empfand ich als sehr bereichernd. Insge-

samt empfand ich dieses Projekt als eine wundervolle Erfahrung.

Bereitstellung einer reichhaltigen Lernsituation

Meine Absicht war, den Schuilern eine reichhaltige Lernsituation anzubieten, in der sie Grunder-

fahrungen mit zufélligen Vorgdngen machen, wesentliche Begriffe bilden und verwenden konn-

% vgl. FREY, S. 118
57 Siehe Anhang A-6
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ten und in der sie Zusammenhénge vermuten, ihnen nachspiren und schlielich untersuchen
konnten.

Ich denke, dass mir dies im Wesentlichen gelungen ist. Die offene Unterrichtsform der Projekt-
methode gab den Schilern gentigend Raum, Erfahrungen zu sammeln. Das Spielen der Glucks-
spiele bot einen handlungsorientierte Zugang, um zuféllige Vorgédnge zu erleben. Die hier ge-
machten Erfahrungen wurden bei der Untersuchung von Zusammenhéangen und den Vertiefun-
gen in den Plenumsstunden reflektiert.

Wichtige mathematische Begriffe, wie der Erwartungswert oder die ,ginstigen” und ,mogli-
chen” Ausgénge eines Zufallsexperimentes, tauchten bei der Beschéaftigung mit Fragen auf, die
die Schiler selbst gestellt hatten. So wurden diese Begriffe in der Erforschung einer Problem-
stellung als sinnhaft empfunden. Durch die Wahl der Gruppenarbeit als Arbeitsform bestand fir
die Schiler Anlass und Notwendigkeit tber die Begriffe zu sprechen. Dies unterstiitzte die Beg-
riffsbildung. Schliefilich konnte ich in der Metainteraktion die Tragweite der Begriffe aufzeigen.
Der handlungsorientierte Zugang erleichterte den Schilern eine Modellbildung. Durch das Spie-
len konnten Zusammenhange zunachst vermutet werden. In der mathematischen Modellierung
wurden diese Zusammenhange dann genauer untersucht und die gewonnen Erkenntnisse konn-

ten anschliellend wieder am Spiel Uberprift werden.

Methodische Alternativen

Die Umsetzung eines &hnlichen Projektes, eingebettet in die Struktur des ublichen Fachunter-
richts, sehe ich als sinnvoll und mdglich an. Gegenulber der Organisationsform der Projektwoche
gibt es hier Vor- und Nachteile.

Als Vorteile sind hier zu nennen, dass man als Fachlehrer die Lerngruppe kennt und auf deren
Fahigkeiten und Interessen eingehen kann. Die Schiiler kénnen im Sinne der Auseinanderset-
zung mit der Projektinitiative wesentlich starker in die Planung des Projektes eingebunden wer-
den. Diese Einbindung kann auch zu einer Entlastung des Lehrers fiihren. Schlieflich bietet die
Durchfuihrung eines Projektes im Fachunterricht die Mdglichkeit, Ergebnisse im weiteren Unter-
richt aufzugreifen.

Als wichtigen Nachteil gegeniiber der Organisation in der Projektwoche sehe ich die zeitliche
Struktur des Fachunterrichtes, die dieser offenen und schulerorientierten Methode entgegen-
wirkt.

Um den Schiilern die, fiir das Verstandnis der Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wich-
tige Mdglichkeit zu geben, Grunderfahrungen zu machen, bedarf es jedenfalls einer Methode,
die den Schilern Zeit einrAumt, diese Erfahrungen zu machen. Diese Moglichkeit besteht mei-

nes Erachtens vorrangig bei offenen Unterrichtsformen.
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Dass das Gebiet der Stochastik eine starkere Einbindung der Schiler in die Gestaltung des Un-

terrichtes als tblich fordert, unterstreicht die Beschreibung von Wilfried Herget.

»,und wohl nirgendwo sonst [als im Gebiet der Stochastik] ist es so leicht, die Erfolglo-
sigkeit eines Unterrichts zu erfahren, der nach dem Muster ,Einstiegsbeispiel, Rechenre-
zept vorstellen, Uben, Anwenden’ ablauft und der Idee einer Lehrer-Schiiler-

Einbahnstraken-Vermittlung folgt.“*®

%8 HERGET, S. 8
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A -2. Mathematische Hintergrinde — erweiterte Sachanalyse
A-2.1. Martingale

Eine Folge von Zufallsvariablen Z:=(Z,),., heiBt (zeitdiskreter) stochastischer Prozess. Martin-

gale sind nun stochastische Prozesse, die zu jederzeit im Mittel gleich bleiben. Der Notation von
WAKOLBINGER® folgend, definiert man mit einem zugrunde liegenden WahrscheinlickkeitsmaR
p:
Definition
a) Eine Familie F :=(F,), ., von s-Algebren heifl3t Filtration, wenn gilt:
F I F, firn=0,.

n+l

b) Ein stochastischer Prozess Z:=(Z,),., heiBt F-adaptiert, wenn jedes
Z, F -adaptiert ist.

c¢) Eine F-adaptierte Folge integrierbarer Zufallsvariablen Z heil3st F-Martingal,

n,n=0...
wenn gilt
E(Z,.|F,)=Z, p-fastsicher.

Die bei Feller (vgl. FuBnote 30 in Abschnitt 2.1.3) geforderte endliche Varianz eines fairen Spie-

les wird durch die in ¢) formulierte Bedingung der Integrierbarkeit sicher gestellt.

A-2.2. Optionspreise im Binomialbaum-Modell

Eine Call-Option auf eine Aktie X ist das Recht die Aktie zu einem festgelegten Zeitpunkt T zu

einem ebenfalls festgelegten Preis C; zu kaufen. Die Aktie X heif3t zugrunde liegendes Wertpa-

pier der Call-Option (underlying), der Zeitpunkt T ist der Ausiibungszeitpunkt (strike time), der
Wert C, ist der Ausiibungspreis (strike price).

Der Besitzer einer Call-Option kann zum Zeitpunkt des Kaufes seiner Option den spéateren Kauf-
preis der Aktie X festlegen. Er versichert sich somit gegen einen steigenden Kurs der Aktie X.
Die zentrale Frage in der Optionspreisbewertung ist nun, wie teuer diese Versicherung sein soll-
te.

Im Binomialbaum-Modell ist der Preis der Aktie X durch folgende zeitdiskrete, reellwertige Folge

von Zufallsvariablen X, _ , . definiert:

d xX,, mit Wahrscheinlichkeit p

: - . , dabei ist 0<d <1 und u::l
uxX, mit Wahrscheinlichkeit 1- p d
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Die Preisentwicklung der Aktie lasst sich als Graph® darstellen. In der folgenden Abbildung ist

der Graph fur X,:=100, d =0,9 und u =111 dargestellt. In schwarz und oberhalb der Knoten

ist der jeweilige Wert der Aktie eingetragen.

123,23

An den Kanten des Graphen stehen die Wahrscheinlichkeiten p fiir eine Veranderung nach oben
(,up“) und 1-p fur eine Veranderung nach unten (,,down®). Diese Wahrscheinlichkeiten sind
zunachst unbekannt.
Der Wert von p lasst sich nun dadurch bestimmen, dass man die Annahme macht, der Kauf der
Aktie sei risikoneutral. Dies bedeutet, dass der Erwartungswert des Aktienspreises, bedingt auf
den heutigen Preis, gleich dem heutigen Preis ist. Die Preisentwicklung stellt kein Risiko dar.
Dies fuhrt zu der Gleichung:

X, = E[ X[ X,]

= pxX, U+(1- p)xX,>d

Diese Gleichung hat unter den gemachten Annahmen eine eindeutige Losung:

D= d
d+1
Dies ist das eindeutige p, zu dem der Prozess X, ein Martingal ist. Daher heif3t p auch das zu
X,, gehorige Martingalmal3. Mit diesem WahrscheinlichkeitsmaB ist die Kursentwicklung der

Aktie ein ,faires Spiel“.? In dem obigen Beispiel ergibt sich mit d=0,9 der Wert fiir p=0,473

%0 Der entstehende Graph ist, wie das Beispiel zeigt, kein Baum. Trotzdem wird das Bewertungs-Modell nach diesem
Graphen Binomialbaum-Modell genannt.
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Nun kann der Wert der Option als bedingter Erwartungswert bestimmt werden. Dabei berech-
net man die Erwartungswerte von der Krone des Baums zur Wurzel hin. Die Werte der Call-
Option an der Krone lassen sich leicht bestimmen, sie sind die Differenz zwischen festgelegtem
strike price und Preis der Aktie, wenn die Aktie teurer ist als der festgelegte Kurs, oder Null,
wenn der Aktienpreis unter dem strike price liegt. Kurz:
Wert der Option = max(X; - C;,0)
Fur jeden Zeitpunkt vor T ist der Wert der Option der bedingte Erwartungswert:
Wert der Option=E[C,,,| X, =X ]

Da man die Werte riickwarts von T nach O berechnet sind alle GroRen bekannt. Fir das obige
Beispiel sind die so berechneten inneren Werte der Call-Option in rot in das Diagramm einge-
tragen.
Der Wert zum Zeitpunkt n=0, also der Kaufpreis der Option ergibt sich in diesem Beispiel als:
C, = E[C, | X, =100]

= pAL11+(1- p)>0

=0,43714111

=526

A-2.3. Mid-Square-Methode zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen

Eine einfache und technisch schnell umsetzbare Methode zur Erzeugung von Pseudozufallszah-

len ist die Mid-Square-Methode, die folgendem Algorithmus folgt:

=

Startwert z sei eine 2k -ziffrige natirliche Zahl, mit k>0

2. &,=zfuris®1

3. Sollte %, nicht aus 4Kk -Ziffern bestehen, wird %, von vorne mit Nullen aufgefiillt, bis sie
4k -ziffrig ist.

4. Die neue Pseudo-Zufallszahl z,, wird aus den mittleren 2k -Ziffern von %, gebildet.

5. Ab Schritt 2 wird bis zu einer Abbruchbedingung wiederholt.

Dieser Algorithmus erzeugt eine Folge von Pseudozufallszahlen, die aus verschiedenen Griinden

fir Anwendungen ungeniigend ist, u. a. treten je nach Startwert schnell Periodizitaten auf.®?

®1 Man kann zeigen, dass jede andere Wahl von p Arbitrageméglichkeiten erzeugen, dass heift es ist méglich, ohne
Risiko Gewinn zu machen. Die Arbitragefreiheit ist eine Mindestanforderung an Standardmodelle.
52 yvgl. HAUPTFLEISCH, S. 47, f.
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A -3. Materialien zu den Spielen

A-3.1. Keno

An jedem Werktag erfolgt die Ziehung von 20 Zahlen aus der Menge der Zahlen von 1 bis 70.

Die Ziehung erfolgt dabei nicht durch ein Ziehen von Kugeln aus einer Urne, sondern durch Er-

zeugen von Zufallszahlen durch einen speziellen Rechner.

Der Spieler kann den gespielten Kenotyp, d. h. die Anzahl der getippten Zahlen, zwischen 2 und

10 wahlen. Je nach Kenotyp und Anzahl der richtig getippten Zahlen erhalt er eine festgelegte

Gewinnsumme. Der Gewinnplan ist in der folgenden Tabelle dargestellt.

Kenotyp Anzahl rich- | Fester Ge- Fester Ge- Fester Ge- Fester Ge-
(Anzahl ge- tig getippter | winn bei winn bei winn bei winn bei
tippter Zah- | Zahlen Einsatz 1€ Einsatz 2€ Einsatz 5€ Einsatz 10 €
len)
10 10 100.000 200.000 500.000 1.000.000
9 1.000 2.000 5.000 10.000
8 100 200 500 1.000
7 15 30 75 150
6 5 10 25 50
5 2 4 10 20
0 2 4 10 20
9 9 50.000 100.000 250.000 500.000
8 1.000 2.000 5.000 10.000
7 20 40 100 200
6 5 10 25 50
5 2 4 10 20
0 2 4 10 20
8 8 10.000 20.000 50.000 100.000
7 100 200 500 1.000
6 15 30 75 150
5 2 4 10 20
4 1 2 5 10
0 1 2 5 10
7 7 1.000 2.000 5.000 10.000
6 100 200 500 1.000
5 12 24 60 120
4 1 2 5 10
6 6 500 1.000 2.500 5.000
5 15 30 75 150
4 2 4 10 20
3 1 2 5 10
5 5 100 200 500 1.000
4 7 14 35 70
3 2 4 10 20
4 4 22 44 110 220
3 2 4 10 20
2 1 2 5 10
3 3 16 32 80 160
2 1 2 5 10
2 2 6 12 30 60
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A-3.2. Roulette

Das Spielgerat besteht aus dem in der folgenden Abbildung gezeigten Spielfeld und einem
kreisférmigen, drehbar gelagertem Kessel mit 37 Fachern, nummeriert mit den Zahlen zwischen

0 und 36. Die Ziehung wird durch das zuféllige Fallen einer Kugel in eines der Facher realisiert.

Die Spieler setzen Geldbetrage auf den moglichen Ausgang des Spieles. Dabei kénnen sie auf

~einfache Chancen®, dass heilit einzelne Zahlenwerte, oder zusammengesetzte Ereignisse wie

& Bild entnommen aus wikipedia.de, der freien Enzyklopadie



»,Rouge” oder ,Erstes Dutzend* setzten. Bei Eintreffen des Ereignisses wird gemal des Gewinn-

plans ein Vielfaches des Einsatzes ausgezahlt. Fir einige Spielstrategien ist die Tatsache ent-

scheidend, dass es ein Tischlimit, d.h. einen maximal erlaubten Einsatz gibt.

Gewinnplan Roulette

Es sind Setzmdglichkeiten, ihre Bedeutung und der mégliche Nettogewinn als Vielfaches des

Einsatzes aufgelistet.®

Gesetztist Bedeutung Mdoglicher Gewinn
Plein Einzelne Zahl 35facher Einsatz
Cheval Ein Paar benachbarter Zahlen 17facher Einsatz

Transversale pleine

Drei Zahlen in einer Zeile

11facher Einsatz

Transversale simple

Zahlen zweier benachbarter Zeilen

5facher Einsatz

8facher Einsatz
8facher Einsatz
2facher Einsatz
2facher Einsatz
Einfacher Einsatz
Einfacher Einsatz
Einfacher Einsatz

Carré

Die ersten vier Zahlen
Kolonne

Dutzend

Rot oder Schwarz
Pair oder Impair
Manque oder Passe

Vier benachbarte Zahlen (z.B. 26,27,29,30)
Zahlen 0,1,2,3

Eine Spalte des Spielfeldes

1-12, 13-24 oder 25-36

Rot oder Schwarz

Gerade oder ungerade

1-18 oder 19-36

A-3.3. Black Jack
Spielregeln

Beim Black Jack spielt der Spieler gegen die Bank. Ziel des Spielers ist, eine hdhere Summe von
Kartenwerten zu halten als die Bank, ohne sich jedoch zu tberkaufen, d.h. eine Summe von 21
zu Ubersteigen. Gespielt wird mit vier Kartendecks a 52 Karten. Der Wert jeder Karte entspricht
der aufgedruckten Zahl. Bilder zahlen 10, das As wahlweise 1 oder 11. Nach jedem Spiel wer-
den die ausgespielten Karten wieder in das Deck gemischt.

Zu Beginn jeder Runde macht der Spieler seinen Einsatz. Er erhélt darauf offen zwei Karten, die
Bank erhélt offen eine Karte. Hat der Spieler mit den ersten beiden Karten ein As und eine Kar-
te mit Wert 10, also einen Black Jack, so gewinnt er das 1,5fache seines Einsatzes, es sei denn
die Bank erhalt ebenfalls einen Black Jack, dann behélt der Spieler seinen Einsatz.

Nun nimmt der Spieler solange er mochte weitere Karten. Uberkauft er sich dabei, geht sein
Einsatz verloren. Nachdem der Spieler keine weiteren Karten mehr mochte, nimmt die Bank
weitere Karten. Das Verhalten der Bank ist dabei festgelegt. Die Bank muss dabei Karten neh-
men bis sie mindestens 17 Punkte hat. Bei 17 oder mehr Punkten darf die Bank keine weitere
Karte nehmen. Der Spieler erhalt den doppelten Einsatz, wenn er mehr Punkte als die Bank hat,

oder die Bank sich tUberkauft hat.

54 Nach MONKA, S. 171
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Neben diesen Basisregeln gibt es noch einige weitere Sonderregeln, die jedoch von Spielbank

zu Spielbank variieren.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten fur die Bank

In der folgenden Tabelle sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten — als Prozentzahlen - der

Bank fiir das Erreichen einer Punktsumme, gegeben einer ersten Karte, angegeben.®

Punktsumme 17 18 19 20 21 >21 Black
Jack

1. Karte

As 13,08 13,08 13,08 13,08 5,39 11,53 30,77

2 13,98 13,49 12,97 12,40 11,80 35,36 -

3 13,50 13,05 12,56 12,03 11,47 37,39 -

4 13,05 12,59 12,14 11,65 11,12 39,45 -

5 12,23 12,23 11,77 11,31 10,82 41,64 -

6 16,54 10,63 10,63 10,17 9,72 42,32 -

7 36,86 13,78 7,86 7,86 7,41 26,23 -

8 12,86 35,93 12,86 6,94 6,94 24,47 -

9 12,00 12,00 35,08 12,00 6,08 22,84 -

10, B, D, K 11,14 11,14 11,14 34,22 3,45 21,21 7,69

Die Wahrscheinlichkeiten kénnen mit Hilfe der Pfadregeln aus Baumdiagrammen errechnet wer-

den.

% Nach MONKA, S. 75
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A -4. Materialien zur Projektdurchfihrung

A-4.1. Projektplan

Jede Teilprojektgruppe hatte einen eigenen Projektordner zum Sammeln von Material, Notizen

und des Projektplans. Im Rahmen der Heure fixe wurde dieser Plan taglich gepflegt. Die folgen-

de Abbildung zeigt eine Seite des Plans:

Projekt - Black Jack

Projektplan fir 1.02.2005

Ziele fir 1.02.2005
1.
2.
3.
4.
Probleme, offene Frage bei Umsetzung der Ziele
Ziele fur 2.02.2005
1.
2.
3.
4.
Ergebnisse fur Abschlussprasentation
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A-4.2. Vorgeplante Fragen zu den Spielen

Aus dem ersten Spielen sollten die Schiler erste Beschaftigungsfelder entwickeln. Sollten die
Schuler keine Ideen formulieren, wollte ich mit folgenden Fragen zum Entstehen eines Beschéf-

tigungsfeldes beitragen:

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit im Lotto zu gewinnen? Gibt es gute und schlechte
Zahlen?

Ist das Spielen in einer Lottogemeinschaft (z.B. Faber) sinnvoll?
Welches der vier Spiele ist fir den Spieler am gunstigsten?

Wie lange kann man mit 1000,- Euro Roulette spielen?

Gibt es die sichere Roulette-Strategie?

Macht es beim Black-Jack Sinn, die Strategie der Bank zu spielen?
Sind die bei Keno gezogenen Zahlen berechenbar?

Welchen Kenotyp sollte ich spielen?

Welches der Spiele ist fur den Betreiber (das Finanzamt) am lukrativsten?

A-12



A -5. Materialien zum Verlauf des Projektes

A-5.1. Materialien zu den Plenumsstunden

A-5.1.1 Plenumsstunde ,,Glicksspiele und Mathematik*

Tabellarische Verlaufsplanung

Zeit Phase Inhalt Sozialform L-Aktivitat | S-Aktivitat Medien
[Min]
5 | Einstieg Spiele und Mathema- | L-Vortrag vortragen zuhoren Tafel
tik, Spiel des Cardano
10 | Erarbeitung | Sinnvolle und faire Einzel- beobachten | Ideen entwi- Tafel
Spielgebiihr Partnerarbeit ckeln, diskutie-
ren, rechnen,
préasentieren
10 | Erarbeitung | Vergleich und Inter- Diskussion im | moderieren | Ideen auBern, evtl.
pretation der Ergeb- | Plenum zuhoren Tafel
nisse
10 | Erarbeitung [ Erwartungswert, L-S-Gesprach |fragen, zu- | ldeen auBern Tafel
Laplace-W'keit horen,
sammeln
10 | Sicherung Teilnahme an einem | Partner- beobachten, | Ideen entwi- Tafel
Gewinnspiel Gruppenar- moderieren | ckeln, diskutie-
beit, Diskussi- ren, rechnen,
on prasentieren
5| Vertiefung Erwartungswert, Sto- |L-Vortrag vortragen zuhdren

chastik und Glicks-
spiele
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A-5.1.2 Plenumsstunde ,,Der faire Preis einer Aktienoption*

Tabellarische Verlaufsplanung

Zeit Phase Inhalt Methode L-Aktivitat | S-Aktivitat Medien
[Min]
5 | Einstieg Aktien und Optionen, |L-S-Gesprach |zuhoren, Ideen aullern Tafel
Vorkenntnisse sam- fragen, er-
meln klaren
10 | Erarbeitung | Binomialbaum-Modell |L-Vortrag vortragen zuhdren, fragen | Tafel
fur Aktienpreisent-
wicklung
15| Erarbeitung | Aktienwert in der risi- | Diskussion im [ moderieren | Ideen dufern, Tafel
kolosen (fairen) Welt | Plenum zuhdren
10 [ Erarbeitung | Optionswert in der Ein- beobachten, | Ideen auRern, Tafel
risikolosen (fairen) zel/Partnerarb | helfen rechnen, Ergeb-
Welt eit nisse prasentie-
ren
15| Siche- Optionspreise und Diskussion im | moderieren, | Ideen auBern Tafel,
rung/Vertief [ Kursschwankungen Plenum Leitfragen Folie mit
ung stellen Kursve-
raufen
5| Vertiefung | Glicksspiele und Sto- |L-Vortrag vortragen zuhdren
chastik
Kursverlaufe der Aktien®®
= SIEMENS AG NAMENS-AKTIEN ON. ELR
7o
e
GE
L]
G2
&0
58
balis]
!
52
Mar Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Mov Dez 2005 Feb
mm DEUTSCHE BANK AG NAMENS-AKTIEN Q.M. ELR

&0
MaEr Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Nov Dez 2005 Feb

56 Aus www.onvista.de, Stand: 02.02.2005
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A-5.2. Tabellarische Ubersicht Giber den Verlauf des Projektes

Tag 28.01.2005 31.01.2005 01.02.2005 02.02.2005 03.02.2005
Plenumsstunde Mathematik und Glicksspiele: Kombinatorische Grund- Zufall, Zufallszahlen und Pseudozufallszah- | Der faire Preis einer Aktienoption entfallen
»Spiel von Cardano“ aufgaben len
Arbeit der Teil- Keno 1: Keno: Keno: anschlie-
projektgruppen Arbeit mit Kombinatorik-Modul, Abgleich Implementierung des Mid-Square- Fertigstellung der Rend:
mit Ergebnissen von LotKeno, Berechnung | Algorithmus in Excel, Kenosimulation | Simulation
von Erwartunsgwerten, Umsetzung des in Excel Prasenta-
Mid-Square-Algorithmus’ in Excel tion der
Ergebnis-
. . - se
AII_e Tellnehmer._ i AIIe-TellprOJektgrup- Keno 2 -> Lotto: Lotto: Roulette-
Spielen der verschiedenen Gliicks- pen: B h der Gewi hrscheinlichkeit | E ¢ ¢ fil hs Richti Unt h d
spiele i, erste Fragen. Bildung von Besuch der Spielbank Bad erechnung der Gewinnwahrscheinlichkei rwartungswert fiir sechs Richtige ntersuchung der
drei Teilprojektgruppen Homburg far st_echs_, Rlchtlg_e _ Untersuchung des Tippverhaltens, Kesselzahlen, Sam-
Arbeit mit Kombinatorik-Modul, Datenanalyse meln und bewerten
der Ergebnisse, Dar-
stellung auf Poster
Roulette: Roulette: Lotto:
Berechnung des Erwartungswertes fur Modellierung der Progressionsstrate- Datenanalyse in Excel
verschieden Spielstrategien, Internetre- gie, Untersuchung der Kesselzahlen Sammeln und Aufbe-
cherche reiten der Ergebnisse,
Heure fixe Keno 1: Keno: Keno:

Beschaftigung: Welcher Kenotyp
ist am besten?

Offen: Wie berechnet man Ge-
winnwahrscheinlichkeiten?

Roulette:

Beschaftigung: Vergleich verschie-
dener Spielstrategien. Erhdhen des
Erwartungswerts?

Offen: Welche Spielstrategien gibt
es? Wie berechnet man Erwar-
tungswerte?

Keno 2:

Beschaftigung: Sind die Zahlen
berechenbar?

Offen: Erzeugen und analysieren
von Zufallszahlen

ausgefallen

Beschaftigung: Erstellung einer Keno-
Simulation, dazu zunachst Erzeugung von
Zufallszahlen

Offen: Funktionen in Excel,

Beschaftigung: Fehler in Keno-
Simulation beheben
Offen: Funktionalitaten von Excel

Roulette:

Beschaftigung: Progression. Kesselzahlen
Offen: Mathematische Formulierung der
Progressionsstrategie

Roulette:

Beschaftigung: Kesselzahlensummen,
Aufbereitung der Ergebnisse

Offen: Arbeiten in Excel

Lotto:

Beschaftigung: Wieso gibt es glinstige
Zahlen?

Offen:

Lotto:

Beschéaftigung: Welche Zahlen wer-
den am héaufigsten getippt?

Offen: Datenanalyse in Excel

Alle Gruppen:
Feedbackrunde,
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A-5.3. Fragebogen fur Ruckmeldungen der Schuler

Um den Schilern die Méglichkeit zu geben, anonym und schriftlich Riickmeldung zum Projekt

zu geben, teilte ich in der letzten Heure fixe folgenden Fragebogen aus:

Schiulerbefragung zum Projekt "Glicksspiele und Stochastik™

Der taglich zu
pflegende Projektplan
war: (Zutreffendes
ankreuzen oder
erganzen)

unnoétig

hilfreich, um die Arbeit zu strukturieren

schwer zu pflegen

eigene Ergénzungen:

Gut gefallen hat mir:

Nicht gefallen hat mir:

Ich wusste vor dem Projekt nicht, ....

Weitere Ideen:

A-16



A -6. Produkte der Projektarbeit

Poster der Teilprojektgruppe Roulette
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Poster der Teilprojektgruppe Lotto
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Poster der Teilprojektgruppe Feltin/Muller
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Bilder der Keno-Simulation

Blatt 1 — Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte — dynamische Excel-Tabelle

10 10{ 2.147.180,70 0,000000465726987952155 100.000, -0,953427301 -0,929435255
9 47.237,98 0,000021169406481818200 1.000 -0,978830594
8 2.570,77 0,000388988513169206000 100 -0,961101149
7 261,09 0,003830096901451610000 15 -0,942548546
6 44,44 0,022502250225022500000 ) -0,887488749
) 12,08 0,082781456953642400000 2 -0,834437086
0 38,62 0,025893319523562900000 2 -0,948213361
9 9| 387.196,53 0,000002582667773391460 50.000 -0,870866611 -0,916588347
8 10.325,24 0,000096850049006124800 1.000 -0,903149951
7 684,84 0,001460195082062960000 20 -0,970796098
6 85,60 0,011682242990654200000 5) -0,941588785
) 18,21 0,054914881933003800000 2 -0,890170236
0 25,96 0,038520801232665600000 2 -0,922958398
8 8 74.941,26 0,000013343784185107100 10.000 -0,866562158 -0,918433719
7 2.43559 0,000410578135071995000 100 -0,958942186
6 198,82 0,005029675082989640000 15 -0,924554874
) 31,07 0,032185387833923400000 2 -0,935629224
4 8,46 0,118203309692671000000 1 -0,88179669
0 17,58 0,056882821387940800000 1 -0,943117179
7 7 15.464,07 0,000064666029059620100 1.000, -0,935333971 -0,876078699
6 618,56 0,001616658044490430000 100 -0,838334196
) 63,12 0,015842839036755400000 12 -0,809885932
4 12,62 0,079239302694136300000 1 -0,920760697
6 6 3.382,77 0,000295615723209086000 500 -0,852192138 -0,875652938
) 169,14 0,005912262031453230000 15 -0,91131607
4 22,09 0,045269352648257100000 2 -0,909461295
3 5,87 0,170357751277683000000 1 -0,829642249

Blatt 2 — Simulation eines Kenospiels - dynamische Excel-Tabelle

amuqmmmmgmmmmmow\lmwm
N|© @|© w (=2 52 k=] LaS] (4 [e¢] [=] [4;] o] [=]

10er Spiel

(o)e]

O00O0OO0O0O0O0

9er Spiel

O0O0OO0O0O0O0

(o)e]

iel 7er Spiel

O0OO0OOXO0O0O0

6er Spiel 5er Spiel 4er Spiel 3er Spiel
(¢] (¢] (¢] (¢] (¢]
(¢] (¢] (¢] (¢] (¢]
(¢] (¢] (¢] (¢] (¢]
(¢] (¢] (¢] (¢]
(¢] (¢] (¢]
(¢] (¢]
(¢]

2er Spiel
(¢]
(¢]
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Versicherung

Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit selbststandig verfasst und keine
anderen als die angegebenen Hilfsmittel benutzt habe. Samtliche Entlehnungen und

Anlehnungen sind unter Quellenangaben kenntlich gemacht.

Frankfurt am Main, den 7. August 2005

(Axel Muller)



